Exercice 01 Exercice 05

Soient f une fonction définie par f(x) = 3:_—25

Etudier la continuité des fonctions suivantes en x, :

Flx) = \/,;__42 x4 o F(x) = Zx+4- x<1 1) Déterminer D et calculer legrlgo f (x),xljggo f(x)’,!igl f(x) ; )}131_ f(x)
U =4 M= = o otims __ €1 |2) Déterminer f(-0,2D), (2, +ooD) et £(13,4]
x1 ’ Exercice 06

( fx) = S'“(‘E") x>0 , 1) Montrer que I'équation x2°?°> + \/x — 1 = 0 admet une
-1 . . e
34 f o) = V3-VZrcosx m x<0:enxg=0 ;4) flx) = h ;x#1 en 1 solution unique dans l'intervalle ]0; 1] 1
5 f =2 2) Montrer que I'équation sin(x) + x + ;=0 ,admetune
\ f(O) =1

solution unique a dans l'intervalle [_?n, 0]

Exercice 02 3) Montrons que I’équation x° + x3 + x = 1 admet une unique

sm(n'x) . . ;e g
1) Soit f une fonction définie sur R : { fx) = x#1 solution ax dans R puis vérifierque 0 < a <1

fB)=a 4) Montrer que I’équation x3 — I_7=0 , admet une solution

Déterminer la valeur du réel a pour que f soit continue en 1 >
B+xt+x-a

2) Soit f une fonction définie sur R par : [f (x) = o *F1 Exercice 07

f) = f 1a fonction numérique définie sur R par: f(x) = x3 — 3x% — 5.

Déterminer les réels a et b pour que f soit continue enl 1) Etudier le sens des variations de f sur R

Exercice 03 2) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une seule solution a
Etudier la continuité de la fonction f sur I dans les cas suivants : dans R puis vérifier que a €]2;4[.
+1

1) fO)=x3+V2x2+x-3,I=R ;2) fx)= X— I=R 3) Par la méthode de dichotomie, donner un encadrement de «
3) f(x) = 2VX+x3+3;1=[0,+o[ ;4) f(x) = m, =R | damplitude 0,5

Exercice04 4) Etudier le singe de f(x) pour tout x de R
Exercice 08
f une fonction définit par le
tableau de variations, ci-contre x| -4 -3 -1 1
Déterminer le nombre de
solution des équations suivantes 3 19
Puis encadrer ces solutions. f / \ /"
1) fx)=18; 2) f(x)=0

3) f)=-3 ; 4) fx)=3 -1 -1

unique a dans l'intervalle]0, +oo[ puis vérifier que a € [;, 2]

f() 3X_4X4,'X>2

2_x-2

f une fonction Définie sur [—2; +oo[ par | f(x) = “\/’:5_3; —2<x<2
x+2-2 -

1) Montrer que f est continue en 2.
2) Montrer que f est continue sur 'intervalle [—2; +oo|




Exercice 09 Exercice 14

V105 x V62 2 x¥a 1

=1; et que

fune fonction définitsurI = [1; +oo[ par: f(x) = x* —2x+ 3
1) Montrons que f admet une fonction réciproque f ! définit sur
] que I'on déterminera
2) Déterminer la fonction f~! pour tout x dans ]
Exercice 10
Soit fla fonction définit sur [0; +oo[ par: f(x) = x —V/x
1)Calculer Xllﬂo f(x) puis étudier le sens des variations de f

Montrer que :

Y152 x 2% 232

7 x /332
Exercice 15

Soit f une fonction définit par: f(x) =2 — Va2 — 1
1) Déterminer Dy puis calculer li{rn f(x)
X—>+00

2) Soit g larestriction de la fonction f sur I = [1; +oo[

a) Etudier le sens de variations de g sur I

b) Montrer que g admet une fonction réciproque g
que I'on déterminera

c) Déterminer g~ 1(x) pour tous x € J
3)a) Montrer que I'équation g(x) = x admet une unique
solution atelque: 1 <a <2

b) En utilisant la méthode de dichotomie trouver un
encadrement de a d’amplitude 0.5

Exercice 16

Soit fla fonction définie sur R par: f(x) = x3 —x?+3x+1
1) a) Montrer que f est strictement croissante sur R

b) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie
sur un intervalle ] a déterminer

c) Résoudre dans R I'équation: f1(x) =0
16 =0 2) a) Montrer que l'equatlon f(x) = 0 admet une unique solution

2)Soit g larestriction de fsur I = E; +oo[

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~'définit sur -1
] que I'on déterminera

b) Déterminer la fonction g~!la fonction réciproque de g

sur J

c) Résoudre dans I = 7 ,I’équation (E): g(x) = 6
Exercice 11
Soit h une fonction définie sur |—1; 1[ par: h(x) = 12x

1) Calculer lin}+ h(x) et liIP_ h(x) puis étudier les variations de h
x—— x—

2) Montrer que h admet une fonction réciproque h~1 sur J (a déte...
3) Déterminer h™1(x) pourtoutx € J

Exercice 12
1) a) Comparer Vet V2

b) Mettre les nombres en ordre croissant: V2 ; Y3 ;V4 et%6
2)Résoudre dans R les équations suivantes (E;): (x — 3)* —

(E):Vx+2-4Yx+2+3=0; (E3):¥1—-2x=+Vx+1

a dans R puis vérifier que 7 <a<o0

3)Résoudre dans R les inéquations (I): (x —3)° <7 ; 2-¥Yx+1<0
Exercice 13

b) Calculer f (_Tl) puis en déduire un encadrement de

Calculer les limites suivantes : d’amplitude 0,25
3 3 3 -
x-1-2 LA ‘/_ 1, Vx—1-2 c) Montrer que vVa + 1 = —=
1) )l(—>9 x—9 2) l —+00 \/ 3) )l(—>1 X— 4) xl—>2+ x—2 ) 1 +1
3/3 5 d) En déduire que a < —
5) lim 228 6 Jim 2V o i VB — x v

x>+ X xoorio VrrSarl X—+00 3) Résoudre dans R I'équation (E): x° —x+3x3+1=0




Exercic 01
Etudier la continuité des fonctions suivantes en x, :
_ x—4 f( )_2x+4- x<1
1) g ﬁz'x¢4enxo=4i2) 66i:1 6 en 1
f(4')=4' f(x)=%;x>1
([ flx) = Sm(‘m) x>0 .
3)<f()_‘/—'2+“’” x<0;enxy=0 ; 4){f(x)=ﬁ’xilen1
3 fa)=2
\ f(0) =25
Solution :
x—4
= ; X+ 4
1) Soit la fonction f définit par : {f(x) Vx-2 x
f4)=4
Etudier la continuité de fen 4.
> llmf(x) —11 4\/_ >
i (x—4) (Vx+2)
M VE-2)(x+2)
— lim (x—4)(Vx+2)
x—>4  (Vx)2-22
— lim &2 (Vx+2)
x—4 (x—4)
=lim Vx + 2
x—4
=4
Donc lir& f(x)=f4)
X
D’ou f estcontinue en 4
f) = x<1
2) Soit f une fonction définit par e +’1‘1 .
f(x) = %;x >1

Etudier la continuité defen 1.
2+4

Onaf(l)———z

2x + 4
lim f(x) = lim
x-1- x-»1-6 — 3x

2+4

63
=2
= (1)
lim £(x) = f(1);

Donc
D’ou f estcontinue a gauchede a=1

3 2
. . x°—6x“+11x—-6
lim f(x) = lim ——
x-1t x-1t

algorithme de HORNER :

x—1
. (x-1) (x2-5x+6) x> x* x 1
= )!11}1 —1 1\— 6 11 -6] 1
- 1 -5 6
=li11qr(x2—5x+6) P —
;—’ 1x14(—6)=—-5; (-5)x1+(11)=6
= f(1)

On obtient :

Donc —6x2 +11x— 6 = (x — 1)(x* — 5x + 6)

,}l‘l‘l f(x) =f(1)

D’ou f estcontinue a droitede 1
sm(\/— x)

(o) = x>0
3) Soit la fonction f définit par: < f(x) = ‘/—‘Vzm’s" x <0
y ﬂm=§
Etudier la continuité de fen 0.
— V3 sin(x)
lim f(x) = lim -
= lim — \/—i sin(x) Rappel 1 sin(x) =1
x-0% 12 x x-0+ X
__B
=-5; = f(0)

Donc

lim f(x) = £(0)

D’ou f estcontinue a droite de 0




11151_ fx) = 11%1_ —VZJ’C;’;"‘\E Exercice 02 _—
X—> X— sin(mtx
= 1im (2He0sxV3)(V2+cosx+y3) 1) Soit f une fonction définie sur R : { f=="7"x*1
oL 2 (VZrcosev3) f)=a
— lim (VZtcosx) —v3 Déterminer la valeur du réel a pour que f soit continue en 3
x—>0 x2 (V2+cosx+V3) _ x3+x2+x—a
= lim ——cosx3 2)Soit f une fonction définie sur R par : fo0) = o x7d
x—0~ x% (V2+cosx+v3) f(l) =b
cosx—1 y . , 0 .
,}l S VareosxiVa) Deteljmmer les réels a et b pour que f soit continue en 1
= lim — $=20 & ! Rappel: lim 1mcox _1 solution:
T xs0- x?2 (V2+cosx+v3) pp xo0t x2 2 f( ) sm(nx) x+1
1 1 11 1) Soit f une fonction définie sur R :
2 X (V2+cos0+v3) T2 X 2v3 f) =a
_ 1 _ 3 B £(0) Déterminer la valeur du réel a pour que f soit continue en 3
43 433 12 Pour que f soit continue en 1, il faut que lin} fX)=f(1)=a
D’ou f estcontinue a gauche de 0 x
f. g_ Onpose: X=x—1donc x=X+1,
Conclusion: f estcontinueen0 ).
2 dou:x-1X-0
fx) = oy 21 , ,
4) Soit f une fonction définit par lx-1| ’ lim f(x) = lim sin(mx) — lim sm(n (X + 1))
f(l) = x—1 x-»1 x—1 X-0 X
Etudier la continuité de fen 1. . sin(nX+mn)  —sin(nX)
. = lim =lim ————Xm
Ona: | _1|_{ x—1;six>1 x—0 X x—0 X
na:ix T l-(x—-1);si x<1 =—1Xm =-m =a
x2-1 B+xl+x-a
Ona: 11m ) = 111}1 x-1 2)Soit f une fonction définie sur R par: f(0) = 1 X7 1
= lim &2 = Jim (x+ 1) = 2 = f(1) f@)=b
. -1t xl x>1 Déterminer les réels a et b pour que f soit continue en 1
D’ou f estcontinue a droite de 1 Bixrltx—a "3—a"
X2 _ ; —
11m f(x) = llm L = jjp &0 ‘,}E} x—1 ~ 0
ey -1 xd 34x24x-a
—llm—(x+1) Si3 —a # 0 alors lim —/———— =
x->1~ x—1 x—1
= -2+ f(1) Donc 3—a=0 ,donc a=3
D’ou f n’est continue a gauche de 1 llm f(x) = 11 x® H:( +1x 3 _ lin11 x-1) (zZJ;ZxH)
_ i _

Conclusion: f estdiscontinue en 0
=lmll(x +2x+2)=5=f(1)=>b
X—




Exercice 03 Exercice 04

- Y - - ) g -
Etudier la continuité de la fonction f sur I dans les cas i:livants : ( ¢ &) = 3;_324 x> 2

1) f)=x3+V2x2+x-3,1=[0;1] ; 2) f(x) = I=R
x2+3! f une fonction Définie sur [2; +oo[par{ f(x) = Y2523, _5 <y <2
3) f(x) =2Vx+x3+3;1=[0,+00] ;4) f(x) =Vx2—x+3; 1= Vx+ 22
Solution : £(2) = 5
1) Montrer que f: x - x3 + V2 x* + x — 3 est continue sur [0;1] 1) Montrer que f est continue en 2.
La fonction f:x — x3 4+ V2 x% + x — 3 est continue sur R, car cest | 2) Montrer que f est continue sur I'intervalle | -2; +co|
un polyndme, en particulier sur [0;1];car [0;1] c R Solution :
2) Montrons que la fonction f:x — 2vx + x3 + 3 est continue sur 1) Montrer que f est continue en 2.
[0; +oo[ 3x% —4x— 4

llmf(x) = 112+ S E—

> Onalafonction u : x - 2vXx est continue sur [0; +oo[ (x—2)(3x+ 2)

> Etonalafonction v:x — x3+ 3 est continue sur R, car c’est un = lim
A - x-2t (x—2)(x+1)

polyndme en particulier sur [0; +oo[ ; 3x 4+ 2

> Doncla fonction f = u + v est continue sur [0' +oo[ = lim
x-2* X+ 1
8
1¢re méthode : 3
f est une fonction rationnelle donc elle est continue sur son =f(2)
domaine de définition qui est IR (car (Vx€R); x?2+3 # 0) Donc f est continue a droite de 2
2¢éme méthode : Vx% 45—
- ] 11m 1f(x) = lim —

On a la fonction u:x — x + 1 est continue sur R =27 \x+2 -2
> Onalafonction v:x —» x? + 3 est continue sur R, (polynéme) ;  x?2+5-3%1)(Wx+2+2)

Etona VXxeER; x2+3 #0 _xilgl_(x+2_22)(1/x2+5+3)
» Doncla fonction f = 5 est continue sur R  (x2-4) (m +2)

= lim
4)Montrons que la fonction f: x - Vx? — x + 3 est continue sur R x-27 (x —2) (\/XZ 5 4+ 3)
On a la fonction u:zx — x? — x + 3 est continue sur R (pozlynéme) . (x—2)(x+2)WVX+2+2)
— > . - 3 3 _ — im

Etona (Vx € R),x* —x+ 3 > 0; car le discriminant de x* —x + 3 2 (x—2)(Vx2+5+3)

est négatif
Donc f = Vu est continue sur R




x+2)Wx+2+2) =(2+2)(\/2+2+2)

= 1i
= (VxZ+5 + 3) (V22 +5+3)
_E—g—f(z) .
6 3 ’

Donc f est continue a gauche de 2

Conclusion : f est continue en 2

3x%2—4x—4

7., estcontinue sur toutes intervalles
X®—X—

2) La fonction u:x —

includans D, = R — {—1; 2} ; car c’est une dontion rationnelle
Donc elle est continue sur ]2; +oo[
> La fonction fonction x - —3 est continue sur [—2; 2]
La fonction fonction x —» x%* + 5 est continue sur [—2; 2|
Et vxe]-2;2[:x2+5=>0
Donc La fonction x — Vx2 + 5 est continue sur [—2; 2]
D’ou La fonction x — Vx2 + 5 — 3 est continue sur[—2; 2[
> Lafonction fonction x » —2 est continue sur [—2;2[
La fonction fonction x —» x + 2 est continue sur [—2; 2]
Et vxe[-2;2[: x+2=>0
D’ou La fonction x — X + 2 — 2 est continue sur [—2; 2[

> Eonaona: Vx€[-2;2[Vx+2—-2+#0

Jx2+5-3

Vx+2-2

> D’ou la fonction f est continue sur [—2; 2[ et sur |2; +oo[
Et d’apres la quetion 2) on a f est continue on 2

Donc f est continue sur [—2; 2[ U |2; + o[ U {2} = [—2; + [

Donc La fonction x — est continue sur[—2; 2

Exercice 05

3x-5

x—2

1)Déterminer D et calculer lim f(x), lim f(x), lim f(x) ;lim f(x)
X—+00 X——00 x—-2% X—2~

2)Déterminer f(]—o,2[), (]2,+x[) et f([3,4])
Solution :

Soient f une fonction définie par f(x) =

3x-5

x—2

1)Déterminer D¢ et calculer lim f(x), lim f(x), lim f(x) ;lim f(x)
X—+00 X——00 x—-2+ X—2~

Soient f une fonction définie par f(x) =

xEDfeoSx—2+0=5x+2
Donc D = |—o0; 2[ U |2; 400

. . 3x-5 . 3x

lim f(x) = lim = lim —=3

X—+00 x->+0 X — 2 Xx-+00 X

lim £) = i 3x—5_1_ 3x_3

Am (00 = Jim S =M=

. . 3x-5 1

lim f(x) = lim =—=+40 ;carx>2=x-2>0
x-2+ x—2 0

. - 3x-5 1

lim f(x) = lim =—=—0;carx<2=x-2<0
X—-27 x-2- X —2 0

2)Déterminer f(]—oo,2[), (]2, +[) et f([3,4])
On a f est dérivable sur |—oo; 2[ et ]|2; +oo[ car f c’est une fonction

rationnelle

Et pour tout x € Dy:

3 -5
1_2_—6+5 -1

x—-2)2 (x-2)%2 (x-2)
Donc f est strictement décroissante sur |—oo; 2[ et ]2;+oo[

£(12; +o0)) = | lim £00; lim £00| = 13; +o0]
f(—e0,2D = |lim fG0; lim £(x);] = 1-o0; 3[

£13.4) = [F@); F3)] = [2.4]

f'(x) = <0




Exercice 06

2025

1) Montrer que I'équation vx + x — 1 = 0 admet une solution

unique dans l'intervalle ]0; 1]

2) Montrer que I’équation sin(x) + x + % = 0 , admet une solution
unique «a dans l'intervalle [_?", 0]

3) Montrons que I'équation x> + x3 + x = 1 admet une unique
solution ax dans R puis vérifierque 0 < a < 1

4) Montrer que I’équation x3 — i —7 =0 ,admet une solution

unique a dans l'intervalle]0, +oo[ puis vérifier que a € [;, 2]

Solution :

2025 _ 1 = 0 admet une solution

1) Montrer que I’équation vx + x
unique dans l'intervalle ]0; 1]
: f(x) = Vx +x2025 -1
On a la fonction u : x — /x est continue sur [0; 1]

2025 _ 1 est continue sur [0; 1], car c’est

On pose pour tout x € [0;1]

Eton alafonction v:x - x
un polynéme

D’ou La fonction f est continue sur [0; 1] comme somme des
fonctions continues,

Deplusf(0) = —1etf(1) =1

Donc f(0).f(1) <0

La fonction f est dérivable sur |0; 1]

Alors f'(x) = % +2025x20%4 > 0

Alors f strictement croissante sur [0,1].

Donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaire, I’'équation
f(x) = 0 admet une unique solution dans I'intervalle ]0; 1]

2) Montrer que I'équation sin(x) + x + % = 0 , admet une solution

unique a dans l'intervalle [_?“, 0]

On pose pour tout x € [— 0] f(x) = sin(x) + x + ==

On a la fonction u : x — sin(x) est continue sur [?, 0]

Eton ala fonction v:x - x + % est continue sur [_?“ 0]

Donc La fonction f est continue sur [_?", 0] comme somme des
fonctions continues,

Etonaf(?“) = ——etf(l) == doncf( ) fl0)<o

La fonction f est dérivable sur [?, 0]

Alorsf'(x) =cos(x)+1>0 car —1<cos(x) <1

Alors f strictement croissante sur [, 0]

Donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaire, I’'équation
f(x) = 0 admet une unique solution dans I'intervalle [_?n, 0]

3) Montrons que I’équation x° + x3 + x = 1 admet une unique
solution a dans R puis vérifierque 0 < a <1
Onposepourtout xeR : f(x) =x>+x3+x—-1
o f est continue sur R
o festdérivable sur IR; etpourtoutx € R ona:

f'(x) =5x*+3x*+1>0
Donc f est strictement croissante sur R .Et de pluson a:

5 _

lim f(x) = lim x> = —

X—>—00 X—>—00

e lim f(x)= lim x> =4+ et

X—+00 X—>+00
Alors f(IR) = ]legzo £(); lim f(x)| =]—00; +oo[ = R
donc 0 € f(R)
Donc f(x) = 0 admet une unique solution a dans R
vérifierque 0 < a <1
On a f est continue sur|[0; 1]_et strictement croissante sur |0; 1[_
Etona f(0) = —1etf(1) =2 doncf(1).f(0) <0
Donc 0<a<1




4) Montrer que I’équation x3 — ; — 7 =0 ,admet une solution Solutlon
Soit f la fonction numérique définie sur R par:

f(x) =x3—-3x*-5

On pose pour tout x € ]0,+oo[ : f(x) = x3 — i -7 1) Etudier le sens des variations de f sur R
Soit X € R,

Ona f'(x) = 3x% — 6x = 3x(x — 2)

On dresse le tableau de variations de f

unique a dans l'intervalle]0, +oo[ puis vérifier que a € [g, 2]

> Onalafonction u:x - — i est continue sur |0, +oo]

> Etonalafonction v:x — x3 — 7 est continue sur R, car c’est un
polynéme en particulier sur 0, +oo[

Donc f est continue sur |0, +o[ comme somme des fonctions X — 0 2 +
. (%) + 0 - 0 +
continues sur |0, +oo[ c
s = . / _ 2 l - + o
e festdérivable sur |0, +oo[; et f'(x) = 3x* + = > 0 £(x) / ~ /
Donc f est strictement croissante sur |0, +oo[_Et de plus ona: — 0 )
Jim £(x) = lim X — ; —7 =+oetlim f(x) = lim xP——-=7 =—o 2)Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une seule solution «

Alors f(]0, +o|) = ]llm f(x); lim f(x)[ = ]—o0; +00o[ donc 0 € f(R) dans R puis vérifier que a €]2; 4.
x>0" X=+0o On a —5 est une valeur maximale de f sur |—oo; 2]

3 DoncVx € |—; 2[: f(x) < -5
vérifier que a € [, 2] Donc f ne s’annule pas sur ]—oo; 2|
On a f est continue sur [3 2] et strictement croissante sur [;, 2]. * La fonction f est continue sur [2; +oo[ car c’est un polyndme

27 1 * La fonction f est strictement croissante sur [2; + o[
Etona f(3)=2-2-7<0etf(2)=8-7-3>0

N i «£([2;+00]) = [£(2); lim f(2)| = [-9; +oo]
Doncf(;).f(Z) <0 donc a€ [5,2] Donc 0 € f([2; +00Dx—>+oo

Exercice 07 Donc f(x) = 0 admet une unique solution a dans [2; + o]
D’ou f(x) = 0 admet une unique solution a dans R
Vérifions que 2 < a < 4
* La fonction f est continue sur [2; 4] car c’est un polyndme

Donc f(x) = 0 admet une unique solution a dans |0, +oo[

Soit f la fonction numérique définie sur R par: f(x) = x3 - 3x2 -5
1) Etudier le sens des variations de f sur R
2) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une seule solution a
dans R puis vérifier que a €]2; 4].
3) Par la méthode de dichotomie, donner un encadrement de a * La fonction f est strictement croissante sur [2; 4]
d’amplitude 0,5 *g(2)=-9 etg(4) =11 doncg(2)xg(4) <0
4) Etudier le singe de f(x) pour tout x de R Donc2 <a<4




3)Par la méthode de dichotomie, donner un encadrement de a Exercice 08
d’amplitude 0,5 f une fonction définit par le
On a le centre de I'intervalle[2; 4] est c = 4%2 =3 tableau de variations, ci-contre | * - - b :
ona f(c) =f(3) = -5 ;Etona f(4) = 11 Déterminer le nombre de 3 19
Donc f(3) xf(4) <0;donc 3 <a<4 solution des équations f / \ /
Et on a I'amplitude de I'intervalle[3; 4] est 1=4-3 =1 S L5 [LTS CIEEE 2 1 i

+3 7 ces solutions.

On a le centre de I'intervalle[3; 4] est ¢ = 47 =

2 1) f=18; 2) fx)=0 ;3)f(x)=-3;4) f(x)=3
ona f(c) = f(2) = 124,5 ;Etona f(3) = -5 Solution :
Donc f(3) x f (%) <0,donc 3 <a<: 1) L’équation f(x) = 18
Et on a 'amplitude de I'intervalle]—1;0[est 1=2—3 = 0,5 Possede 1 solution compris dans I'intervalle |-1; 1][.
2
4) Etudier le signe de f sur R Car 18 € f(]-1;1]) =]-1;19]
On a —5 est une valeur maximale de f sur |—oo; 2[ Et f est continue et strictement croissante sur |—1; 1]

Donc Vx € |—o0; 2[: f(x) < —5
DoncVx € |—0; 2[: f(x < 0
Soit x € |2; a]

Donc x < a eton a feststrictement croissante sur |2; «] 1-4;-3[, 1-3;-1[et]-1;1].
Donc f(x) < f(a) 3) L’équation f(x) = -3

Et on a a solution de I'équation f(x) = 0 donc f(a) =0
D'ou f(x) <0

2) L’équation f(x) =0

Posséde 3 solutions chacune comprise dans un des intervalles

ne possede pas de solution.

Soit x € [a, +oo] 4) L’équation f(x) = 3
Donc x > a eton afeststrictement croissante sur |[a, +oo| possede 2 solutions : 'une égale a —3, I'autre comprise dans
Donc f(x) = f(a) I'intervalle |—1 ;1.

Et on a a solution de I'équation f(x) = 0 donc f(a) =0
D’'ou f(x) >0
Le tableau de signe de f sur R

X —00

f(x) - 0 +

+ oo

Q




Exercice 09
Soit f une fonction définit sur I = [1; +oo[ par: f(x) = x* —2x+5
1)Montrons que f admet une fonction réciproque f~! définit sur un
intervalle J que 'on déterminera
2)Déterminer la fonction f~1
Solution :
1) la fonction f est continue sur[1; +o[ (car c’est une polynome)
> festdérivable sur]1; +oo|
etonapourtoutx € |1;+oo[: f'(x) =2x — 2

> Onax€ |1;4+oo

» Donc 2x>2 donc 2x—-—2>0
DoncVx € |1;+oo[ : f'(x) >0
Donc f est strictement croissante sur([1; +oo[
Alors la fonction f admet une fonction réciproque f~! définit sur]

Ona:J=f(1) = f([1; +eo]) = [f(1); lim f(x)| = [4; +oo]
X—>+00
2) Déterminer la fonction f~1,1a fonction réciproque de f
Avec f définit sur I = [1; +oo[ par:f(x) =x?>—-2x+5
Soit x€J=[4;4+0] et y€ I=[1;+[ telquey =f"1(x),ona:
y=f1(x) of(y) =x
oy —-2y+5=x
©y2-2y=x-5
oyi-2y+1=x-5+1
© (y-1)2=x-4
oy—-1=vx—4 ouy—-1=—-Vx—4

©oy—-1=vx—4 (car y—1>0)
eoy=Vvx—4+1

Donc f"1(x) =vx—4+1 pourtoutx €] = [4; +oo[

Exercice 10
Soit fla fonction définit sur [0; +oo[ par: f(x) = x — VX
1)Calculer li!}l f(x) puis étudier le sens des variations de f
X—>+ 00

2)Soit glarestriction de fsur I = E; -I-oo[

a)Montrer que g admet une fonction réciproque g-'définit sur
] que I'on déterminera

_b) Déterminer la fonction g~11a fonction réciproque de g
c) Résoudre dans I = E ; +00[ ,I’équation (E): g(x) = 6
Solution :

Soit fla fonction définit sur [0; +oo[ par: f(x) = x — VX
1)Calculer li!P f(x) puis étudier le sens des variations de f

lim f(x) = xlimox—ﬁ

X—+00
_ i _Vx
= lim x(1—20)
Vx x vx
= lim x(1———
X400 ( xx\/})
. (Vx)?
= lim x(1 —
AR
. 1
= m x(1-F )
= 400
Soit x € ]0; +ool:
1 2Vx —1
f’(x):l— =
2/x 2/x

_@2Vx-DRVx+1)

O 2Vx (2Vx+1)
_ 4x -1
C2Vx 2Vx + 1)




Ona:2vVx(2vVx+1)>0 b) Déterminer la fonction g~! la fonction réciproque de g
> ff(x)=0=>4x—-1=0 1
définit sur I = [—; +00[par g8(x) =x—Vx

_1 4
=>X = 2
On dresse le tableau de variation de f Soit xE ] = [—i; +00[ety eEl= E; +00[ tel quey = f~1(x)
1
X 0 2 +00 y =f1(x) of(y) =x
f(x) — 0 + oy —.\y =x

ey—.Jy =x

f&) [ f(0)=0 +0
1 1
\ f(Z)z_Z / o (VF-2x5y + G)Z=x+ G)z

2) a) Montrons que g la restriction de f surl = E; +00[ admet une o (\/}7 - 1)2 — x4 1
2 4

fonction réciproque g~'définit sur J que I'on déterminera ( g(x) =

1 1 1 1
f=x-Vx ) 1 ey —5= |x+; ou _E__”H'Z
» la fonction x - x est continue [Z; +00[

1 1 1
la fonction x —» —V/X est continue sur sur E; +00[ SVY ;= X+ (car\y —5>0)

. . 1
Donc la fonction g est continue sur [Z; +00[
( car elle est somme de deux Fonction continue sur)

> D’apres 1) on a g est strictement croissante sur E ; +00[ 2

Et on a vu que g est continue sur E; +00[

Alors la fonction g admet une fonction réciproque g~! définitsur: |ponc glx) =([x+ 1. l) pourtoutx € J = [_ 1, _|_oo[
4 2 4’

— — 1.0
=g = gl([4,.+ D c) Résoudre dans I = E; +00[ ,I’équation (E): g(x) = 6
=[2G Jim g0 g(x) = 6 o x = g~1(6)
— [_l, +oo[ 1 1 2
4 ox=( 6+Z+E) =9




Exercice 11 2)Montrer que h admet une fonction réciproque h™! sur |

sz On a la fonction h est continue sur |—1; 1[ car elle est dérivable
1-x Et on a h est strictement croissante sur |—1; 1]

Alors la fonction g admet une fonction réciproque h™! définit
2) Montrer que h admet une fonction réciproque h™! sur J (a déte... | sur - J=h{ =h(-1; 1D

7 - _1
3) Déterminer h™"(x) pour toutx € J [ llm h(x); llm h(x)[

Solution : x—=1
- ] —0; +OO[

3)Déterminer h™1(x) pourtoutx € J
Soitxe]J=R etye I =]-1; 1] telquey = h™1(x)

Soit h une fonction définie sur |—1; 1[ par: h(x) =

1) Calculer lin11+ h(x) et lirP_ h(x) puis étudier les variations de h
x—— x—

Soit h une fonction définie sur |—1; 1[ par: h(x) = 12x

1)Calculer li1111+ h(x) et lil}l_ h(x) puis étudier les variations de h
xX—— x—

Tableau de signe de 1 — x? y=h"1(x) oh(y) =x
X 0 -1 1 +oo 2y
S =X
1-—y?
1— x? - 0 + 0 - e 2y =x(1-y%)
S— oxy!+2y—-x=0
. 2x -2
Jim, () = lim, 2= =g = oo Six = Oalors y = 0
- .- 2x 1o Donch™1(0) =0
lim h(x) = lim J—7 = 47 =+ Six#0
Les variations de h A=4+4x2 >0
- 2 ., 2
- = - Donc y = 2+/4+4x ou y= 2—/4+4x
quiest:]—o; —1[ U ]—1; 1[ U ]1; + o[ car c’est une fonction 2x 2x
rationnelle Donc y, (x) = [1+x2-1 o ,(x) = _(1+ /—1+x2)
Donc la fonction h est dérivable sur |—1; 1] Y1 Yz x
Soitx € |-1; 1] Ona h(—)=%=— donc h™1 (f)=1
2 1-= 3 3 2

, 2x \  2(1—x2) + 4x?
h(x)=( 2) = RV 16
1-x (1 —x?) 4 1+5-1 54
2 + 22 yl(_)z 3

= > = =
(1 — x?)? 3 3
Donc h est strictement croissante sur |—1; 1|

1
2

wldlwiN




Exercice 12 (Ep) :Vx+2—-4Yx+2+3=0;
1)a) Comparer V3 et V4 L’équation (E,) est définitsi x+2 >0

Donc le domaine de définition est :D,, = [—2; +oo[
(E) ©(Vx+2)2-4Yx+2+3=0
&(X)2-4X+3=0 avec X=3x+2
& X=10ou X=3 avec X=3Vx+2
o 3¥x+2=10u Vx+2=3

b) Mettre les nombres en ordre croissant: V2 ; Y3 ;V4 et%6

2)Résoudre dans R les équations suivantes (E;):(x —3)*-16=0

(E):x+2-4Yx+243=0; (E;):¥VY1—-2x=+Vx+1
3)Résoudre dans R les inéquations x + 1 -2<0; Y4 —2x>3x + 1

Solution : 5 <

1)a) Comparer V3 et V2 ©x+2=1"ou x+2=3

Ona: ¥3="433="%27 et 32=°"925=%32 ©x=-1 ou x=3°-2

Donc : V3 <32 Les deux solutions sont dans D, = [—2; +oo[

Donc S = {—1;35 -2}
b) Mettre les nombres en ordre croissant: v2 ; Y3 ;Y4 etV6

V2 = P¢/26 — /7 (E3):V1—-2x= Vx+1
%:4x3\./3—:1m XED(E:;)@ 1—-2x>0etx+2>0

Ya = Va3 = Y64

@XS%O etx> -2

Y6 = V62 = '3/36 Donc le domaine de (E3) est : D, = [—2;%]
Donc: %6 < vVZ =44 < ¥3 (Es)oV1-—2x=Yx+1

2)Résoudre dans R les équations suivantes (E{): (x —3)*-16=0 & i/(1 —2x)% = i/(x +1)3

(Ex) Vx+2—-4Yx+2+3=0; (E):V1I-2x= Vx+1 o(1-2x)?2 = (x+ 1)

(E)): (x—3)*—16=0
(E)e (x—3)* —16=0

o1 —4x+4x2=x3+3x2+3x+1

ex3—-x2+7x=0 ox(x*—-x+7)=0
ex-3)*=16 = Yx-3)* =116

olx—3|=2x—-3=20ux—-3=-2

Donc S = {5;1}

©x=0 ou x*—-x+7=0
Sx=0

Donc S = {0}




0

3)Résoudre dans R les inéquations : (x — 3)3 <7;2-3x+1<0 Il s'agit d'une forme indéterminée du type "-"
I):(x—3)3<7

 Levons l'indétermination a l'aide de I'expression conjuguée :

(I)e (x=3)* <7 Rappel; a3 —b® = (a — b)(a® + ab + b?)
Y x—3)3 < 7 a3 + b3 = (a + b)(a® —ab + b?)
ex-3<37 pyx-1-2 Gx-1)° -2°
ox<¥T+3 x>9  X—9 X—>9(x—9)[(\/x— 12 +23¥x—1+22]
5 — lim x—1-8
Doncf:]—oo;\/7+3[ x—9 (x—9)[(3{/xT)2+2§/ﬁ+22]
I):vx+1-2<0 ~ (x—9)
= x>-1 1
Donc le domaine de (I;) est :D,, = [-1; +oo] B x—>9 [(‘/X —1)242 ,/x 1+ 22] [(\/5)2 +238+ 22]
I)e2-Yx+1<0 _ 1 1
o2< Yxr+1 [4+4+4] 12
8 1 2 1i vx +1
& 8< S
o )x*lin‘x’ Vx2 +3
©7<x oxe[Ttol lim Vx+1 =+, et lim YxZ + 3 = +
S = [7; +oo[ N [~1; +oo[ = [7; +o o L +oo
Exercice 13 Il s'agit d'une forme indéterminée du type "—"
Calculer les limites suivantes : .’ Vx+1 i /(x ¥ 1)3 i ¢ (x + 1)3
: : : im s A, im, [y
1) 1im>12; 2) lim V—3)l J_14)1 iz |x+=3xZ 13 x+§/m x—too | (a2 + 3)
x-9 x-9 x—+00 x—>1 X— x—>2+ x—2 3 3
3 . C I (x+1) lim x I 1 0
. X3+X—8X c \/§+ Vx+1 3 7 ar: _l)l'l'cl)0 W im F _1)moo ;I
5) xLl-II-Iolo x , 6) xl—ji-noo ?VE+5\/§+ 7) xl—ljl-noo Xt x o ( ) o =t
Solution :
3— CVxr -1 ()P -1 Ak -DAK+D
x—1-2 3) lim———= lim5=——-—= lim— - =
1) llr(l)l—g x»1 x—1 x—-1 (\/})3 —13 x-1 (\/} — 1)[(&)2 + \/;_*_ 1]
X— X — 3
limyx—1-2=3VYx-1-2=38 —2=0,etlimx—9=0 — Vx +1 _2

9 *9 i x)?2+ ¥x+1 3




Vx—1 -2 4 x
AT (%) <1+< ">4+ 14>
ot x— 2 (") (%)

lim Vx—1 -2=3x-1-2=-1,etlimx-2=0° = lim . (%)
x> x— 1%/— X 1
1+ + )
3x—1 —2 ( x) ( 6 6
Donc: luznx—2 = —00 (12‘5) (12&)
X— X — 1 1
5) li Vil +x —8x = lim (1+T&+12‘/§)
im
X—>+00 X xore (1%/_) (1 + 12L+ 121 )
3 *1x3(1 + ) — 8x e
. VX3 +x —8x . x3 =0
im = lim ] 1
x>+00 X x>-+00 3 X : Car lim (! \/_) =+ et lim -=lim 5 1\/— = ,l(LTmJ__ 0)
XX w/1+x—2—8x 7) lim x3 +x2 —x
= llI_II_l o x—+0o0
X—>+00
3 3
3 1 Va3 +x%2) —x3
x</1+x—2—8> lim x3 +x2 —x = lim ( )
— lim x>t Xoheo (W) +x Va3 + 2% + x2
X—+00 X
- xl—>Too x2 x_l)!l"noo 3 2 3 2 2
i (x+x)+xx+x+x
=7 = lim X
6) lim Vx+3i¥x+1 x_)+°°(\/m) +x Va3 + a2 + x2
x>+o0 x + Yx + 1 2
lingl‘{/}+§/§+1=+oo,etlin‘}§/§+ Vx+1=+w =xlil_31 >
x— X o T 3 1 3 1
Il s'agit d'une forme indéterminée du type " I—OO x? <\/ 1+ ;) + X \l 1+ x +x*
3 4
GEaEl_ (34 (%) +1 1
lim = lim i

1
=1 —
e il e () ()" 41 e I e S

1+; + 1+;+1




Exercice 14 Exercice 15
3105x3/2 %/Ex\[% L Soit f une fct définit par: f(x) =2 — Va2 — 1
Montrer que W =10 et 3\/71 3 = > 3;/5 1 ) Déterminer Df pUiS calculer xl—ijl-rcl)of(x)
A S 2) Soit g larestriction de f sur I = [1; +oo[
Solution : ] , a) Etudier le sens de variations de g sur I
/105 x 3/62 (2x5)3x(2x3)3 b) Montrer que g admet une fonction réciproque g=! sur J
*k = ) 7 =
3152 x /24 (3 x 5); N Zg que I'on déterminera
. . ) ) c) Déterminer g~ 1(x) pour tous x € J
| 23x53x23%x33 3)a) Montrer que I'équation g(x) = x admet une unique
- 2 2 4 i .
35 x5 x 23 solution «a tel que: 1’< a<?2
5,2 4 2 2 5 2 b) En utilisant la méthode de dichotomie trouver un
=233 3X333X533 encadrement de ad’amplitude 0.5
3 3
=23%x3%%x53 Solution :
—21%1x51 Soit f une fct définit par: f(x) = 2 — YaZ — 1
- 10 1) Déterminer Dy puis calculer liT f(x)
xX—+00
32 % /w 32 x 322 Rappel: |x| >a ©x<—aou x>a aveca>0
*k =
3/ 1 3\/4— 2)((23)%)(% Xlz\/ﬁ |x|Sa ©—asx<a
2 82 X V32 > xeEDf @ x*-120 x2>1
1 2
_ 23x 28 o x| =21 ©@x<-1ou x>1
3 5
2 X2 % 2 Donc: D;=]—o0o; —1]JU[1; +oo[
_ Z%J% -1-3 -2 > lim f(x) =x1113102—3Vx2— = —c0. car xlilzgoxz—1= +00
1.1, 1_ 5 2) Soit g larestrictionde f sur I = [1;4oo[
=234 2 1z a) Etudier le sens de variations de g sur I
4+3-12-6-5 .
— 21 Soient x;y € [1;+oo| telque: x <y
2-_16 2-_4 x<y=>xt<y’=sxt-1<y?-1
= 12 = 3
1 1 1 1 syt -1<iyP—1=-Yx2-1>-3y2-1
T4 V2 VBixz 22 22-V2-1>2-3y" -1 g(x) > g©)

D’ou g est strictement décroissante sur(1; +oo[




b) Montrer que g admet une fonction réciproque g1

I'on déterminera
* La fonction x:+— x? — 1 est continue sur I = [1; +oo]
Etvx e [1;4o0[ : x2—-12>0
Donc la fonction x:+— Vx2? — 1 est continue sur I = [1; +oo|
> Doug:x+— 2 — V¥xZ =1 est continue sur [1; +oo|
» Lafonction est strictement décroissante sur|[1; +oo[
Donc g admet une fonction réciproque g=! sur J

J = ([0 +00]) = | lim f(x); f(1)] = ]-00;2]
c) Déterminer g~!(x) pour tous x € J
c) Soit x € ]—; 2] cherchons y € [1; +x[ telque y = g7 1(x);
y=g'(x) @gly)=x

e2-3yr-1=x
oifyr-1=2-x
37,2 2 3
@(,/y —1) =(2—-x)°;
sy:—-1=2-x)3
eoyr=2-x)3+1
elyl=J2-%3+1
ey=J2-x)3+1

;Y € [1; +oo]

D'ou: g 1(x) = \/(2 —x)3 + 1; pour tous x € |—o0; 2]

3)a) Montrer que I'équation g(x) = x admet une unique solution «

telque: 1<a<?2
Considérons la fonction h définit par h(x) = g(x) — x
La fonction g estcontinue sur [1;+4oo|

sur J que

Etla fonction x:— —x est continue sur [1 +oo[
D’ou la fonction h est continue sur [1; +oo|
La fonction g est strictement décroissante sur [1; +oo|
Etla fonction x:— —x est est strictement décroissante sur
[1; +oo[
D’ou la fonction h est strictement décroissante sur [1; +oo|
Car c’est une somme de deux fonctions strictement
décroissantes sur [1; +oo[
h(1)=g1)—-1=2-1=1>0
h2)=g2)—-2=1-2=-1<0

» Donch(1) Xxh(2) <0
D’ou I’équation h(x) = 0 admet une unique solution « tel
que: 1 <a<?2
C-a-dire que I'équation g(x) = x admet une unique solution
atelque: 1 <a <2

b) En utilisant la méthode de dichotomie trouver un
encadrement de ad’amplitude 0.5

Ona 1 <a<?2

Le centre de I'intervalle]1;2[ est ¢ = % = %

ona h(c)=h(§)=1-

2 6’
Et ona h(1) = -1

Donc h (;) xh(1) <0

N W
I
[y
I
e

Donc 1<a< % et on a 'amplitude ]l =




Exercice 16 ¢) Résoudre dans R I'équation: f~1(x) =0
Soit fla fonction définie sur Rpar: f(x) =x3 —x* +3x+1 ) =0s f(f1(x) = £(0)
1) a) Montrer que f est strictement croissante sur R e x = f(0)
b) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un Sx=1
intervalle ] a déterminer 2) a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution

c) Résoudre dans R I'équation: f~1(x) =0

« dans R puis vérifier que _?1 <a<o0
2) a)Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution o

* La fonction f est continue sur R car c’est un polynome

. 2 ore -1
dans R puis verifier que — < a <0 * La fonction f est strictement croissante sur R

b) Calculer f (_Tl) puis en déduire un encadrement de * g(R) = g(]—o0; +0[) = ]xE@wg(x) : xl_i):g()g(y;)[ = ]—o0; +00[ = R
d’amplitude 0,25 Donc 0 € f(R)

c) Montrer que Va + 1 = ﬁ D’ou I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans R

d) En déduire que a < — ﬁ Vérifions que _71 <a<0
3) Résoudre dans R I'équation (E): x° —x®+3x3+1=0 * La fonction f est continue sur [—% ; 0] car c’est un polyndme
Solution :

. . — 5 * La fonction f est strictement croissante sur [— 1; 0]
Soit fla fonction définie sur R par: f(x) = x3 —x?>+3x+1 2

1
1) a) Montrer que f est strictement croissante sur R *f0)=1 etf (— E) =———=—= +1l=——"—=—<0
La fonction f est dérivable sur I car c’est un polynéme, et pour tout |, . FOO) x f (_ 1) <0
xdansRona f'(x) = 3x> —2x + 3 2

Ona A=4—-4x3x3=-32<0 Donc —; < a <0
Donc le signe de 3x* — 2x + 3 estlesignedea =3 >0 b) Calculer f (_Tl) puis en déduire un encadrement de a
Donc f'(x) = 3x* —2x + 3 > O pour tour x € R d’amplitude 0,25
Donc f est strictement croissante sur R 1 1 1 3 —1-4-48+64 10
b) Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 définie sur un f (_ Z) ~ 764 16 4 +1= 64 ~ 64 >0
intervalle ] a déterminer Onaf (_ 1) _7<0
* La fonction f est f est continue sur R ( Polynéme ) 8
* La fonction f est f est strictement croissante sur R Donc f (_ %) xf (_ i) <0
D’ou f admet une fonction réciproque f~! définit sur ] et: Donc _% <a< _i

J = f® = | Jim G0 lim ()] = R




c) Montrer que vVa + 1 = —2 3)Résoudre dans R I'équation (E): x° —x°+3x3+1=0

a+1
fla)=0oa®—a’*+3a+1=0 X2 —x0+3x3+1=0 (33 -(x3)?+3x3+1=0
saod—ao?+4a* +3a+1=4a?
s ad+3c+3a+1=4a®
& (a+ 1) =4a®
e (a+ 1D (a+1)? = 4a?
4o = X=a avec X = x3
(a+1)2 ,

2|a| osx¥i=a ;a<0
ovVa+ 1=

SX-X2+3X+1=0 avec X =2x3

S f(X) =0 avec X = x3

Sa+l1=

a+1
2

a
oSvVva+1l=-— cara <0
a+1

Ly 1
d) En déduire que a < — =i
Ona Va+1="%

a+1
4a?

Donca + 1= @12

Donc (a + 1)3 = 4a?

, 1
D’autre parton a -, <a +oo

Donc%< a+1
Donc% <(a+1)>3

1
Donc ¢ < 4a?

1
Donc — < a?
32
1

V32

1
Donc —<—a car a<0
42
1

Alors a < i

Donc < |af




Donc Vx € ]0; +oo[: f(x) < —1
Donc Vx € ]0;+oo[ : f(x <0

DoncVx € R: f(x) > 2
DoncVx€eER: f(x >0






