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Définition du fonction logarithme népérien

Y Vv

Y V V V

Calculons la limite lim

La primitive de x — i sur |0, +oo[ qui
s’annule en 1 est appelée fonction
logarithme népérien on la note par In

La fonction In est définit et dérivable sur
I'intervalle ]0,+oo[ et In(1) =0

Pour tout x de ]0,+o[: In'(x) = i

Ona; Ln(e) = 1 avec le nombre e est un

nombre irrationnel; e = 2,7
Propriétés algébrique le la fonction In

In(x X y) = In(x) + In(y)
In (f) =In(x) —In(y); In (1) = —In(x)
y x
Inx")=rin(x) ;reqQ
Equations et inéquations
In(x)=In(y) ex=y
In(x) <In(y) @ x<y
Ln(x) =0 x=1
Ln(x) =a © x = e*
Limites de la fonction In

FI:% ;2 ; 0Xoo ;400 — (4)
limIn(x) = -0 ; lim In(x) = +o
x—-07F x—+00

limxIn(x) =0~ ; lim 2% _ o+
x—0%t x—>+00 X

limx" In(x) =0 ; lim mx _

x—07T x—>+oo X'

lim 22 = ; lim2ED =g

x-1 x-1 x—0 x

Exemple de méthode de changement de
variable pour calcul des limites

In(x)

X—+00 7

Onpose t=+x donc t?=x
etona x—- +o donc t— 4o
In(x) In(t?)
= lim
x—+00 X t—+o0o t
. 2In(t)
= lim
t—+o00 t
=2x0=0 (car lim 22=0)

t—+0o

Etude de La fonction logarithme népérien
1) Domaine de définition est D, =]0, +oo]
2) Le sens des variations de la fonction In

On a pour tout x de |0, +oo[ : In'(x) = i >0

Donc la fonction In est strictement
croissante sur |0, +oo|
3) Le signe de la fonction In sur]0, +oo[
> Sur l'intervalle [1,+oo]
On a In est str croissante sur [1,+o[ donc
x>1 <lnlx) >1n(1)
onx)=0
> Sur l'intervalle ]0,1]

On a In est str croissante sur |0, 1] donc
0<x<1oInlx) <In(1)

SIn(x) <0
Conclusion : (le tableau de signe de In )
X 0 1 +00
In(x) || — 0 +

e Inx) >0 x>1
e INx) <0 o0<x<1
e Inx)=0ox=1
4) Equation de la tangente de (Cf) en 1
(M):y=In'(1)(x—1) + In(1)
M:y=x-1

5) Les branches infinies de la courbe (Cf)
Ona lirg;r In(x) = —oo , doncla droite
X—

d’équation x = 0 (I'axe des ordonnées) est
un asymptote verticale a (Cf)

Ona lim In(x) = +o et lim n® _ ¢

X—+o00 x—-+oco X

Donc (Cf) admet une branche parabolique
de direction I'axe des abscisses (0Ox) au
voisinage de +oo

6) La courbe de la fonction In

Dérivée de la fonction In(U) avec U # 0

Si U est dérivable sur I alors In(U) est
dérivable surIetona;In'(JUX)|) = %
Primitives
» Les primitives de la fonction x — %

sur I sont les fonctions:
x—->In(lUXx)|)+c ; c€IR

» Les primitives de la fonction x — x" sur

. xr+1
IR sont les fonctions x — -y +c

avec; c € IR avecr € Q/—-1
> Les primitives de la fonction
x - U'(x) X U(x)" sur I sont les fonctions :

r+1
c€IR

X —

c -
r+1+ !
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Logarithme népérien
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1)Fonction 1 rithme népérien

» La primitive de x — i sur |0, +oo[ qui

s’annule en 1 est appelée fonction
logarithme népérien on la note par In

» La fonction In est définit et dérivable sur
I'intervalle ]0,+x[ et In(1) =0

> Pour toutx de ]0,+o[: In'(x) ==

> Ona; Ln(e) =1 avec le nombre e est un
nombre irrationnel; e= 2,7

2) Propriétés algébriques le la fonction In

> In(x xy) =In(x) + In(y); x;y €]0,+oo
> In (i) =In(x) —In(y); In (i) = —In(x)
> In(x") =rin(x) ;reqQ

3)Equations et inéquations

> In(x) =In(y) ®x=y ; ;¥ €]0,+00[
» In(x) <In(y) & x<y

> Ln(x) =a ©x=e* avec a€R

4) Limites de la fonction In

0 %)

>FI:6 ;= ; O0Xoo ;400 — (4m)
» limIn(x) = - ; lim In(x) = +o
x—~07F xX—+00
> limxIn(x) =0~ ; lim 2% — o+
x-07t x—>+o00 X
> lim x"Inx) =0 ; lim @ =0
xX— x—>+oo0 X
> lim22 =1 ; |imZ%D_y
x—1 x—1 x—0 b4

Exemple de méthode de changement de

variable pour calcul des limites
ln(x)

Calculons la limite lim

X—+00 \/§
Onpose t=+x donc t*=x
Etona x> 4o donc ¢t—- 4+

2
lim 2% = jim 2 _ jn 25O _ 55 0=0
x—>+00 VX t—>+oo t t—>+oo t

In(t)
car lim =0

( t->+oc0 t )

5) Dérivée de la fonction In(U) avec U # 0
Si U est dérivable sur I alors In(|U|) est

dérivable surletona;In'(JlUX)|) = Ll’,(—(xx))
Primitives
Les primitives de la fonction x - —= r'e sur |

U(x)
sont les fonctions x > In(|[U(x)|) +c¢; c € R

Etude de La fonction logarithme népérien
1) Domaine de définition est D, =]0, +oo]
2) Le sens des variations de la fonction In

On a pour tout x de ]0,+oo[: In'(x) = i >0

Donc la fonction In est strictement
croissante sur |0, +oo|
3) Le signe de la fonction In sur ]0, +oo|
Onaln(1)=0
> Sur l'intervalle [1,+oo]
On a In est str croissante sur [1,+oo[ donc
x>1 ©lIn(x) >1n(1)
Snx) =0
> Sur l'intervalle ]0,1]
On a In est str croissante sur ]0, 1] donc
0<x<1<Inlx) <In(1)

<In(x) <0
Conclusion : (le tableau de signe de In )
X 0 1 +00
In(x) || — 0 +

> In(x) >0 ox>1

> Inx) <0 eo0<x<1

> Inx) =0 ox=1

4) Equation de la tangente de (Cf) en 1
(M:y=I'(1)(x—1) + In(1)

(M:y=x-1
5) Les branches infinies de la courbe (Cf)
Ona }}Lrg;r In(x) = —oo0 , donc la droite

d’équation x = 0 (I'axe des ordonnées) est
un asymptote verticale a (Cf)

Ona lim In(x) = +o et lim n® _ o

X—+00 xX—>+o0 X
Donc (Cf) admet une branche parabolique

de direction I'axe des abscisses (0x) au
voisinage de +o
6) La courbe de la fonction In
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numeéro 3
1) Continuité d’'une fonction : a € Dy
> festcontinue ena < lim f(x) = f(a)
x—a

> festcontinue a droitede < lim f(x) = f(a)
X—a
» festcontinue a gauchea & lim f(x) = f(a)
X—a
» Lafonction f est continueena < f est

continue a droite de a et a gauche de a
Continuité sur un intervalle I

Les polynomes sont continus sur R

> Les fcts rationnelles sont continuées sur D

Y

» Lasomme ; le produit de deux fonctions
continues sur I est continue sur I

> La fonction % est continue sur l'intervalle I

ssiu etvestcontinuesurletv #0

> Siu est continue et positive sur I alors vVu
est continue sur I

2) Dérivabilité d’'une fonction en a € D,

FO-@ _ ¢ oy

xX—a
Interprétation géométrique :
(€Cf) admet une tangente au point A(a ; f(a))
d’équation (T): y = f'(a)(x — a) + f(a)
> lim fx)—f(a@)

x—at x—a

Interprétation géométrique :
(Cf) admet une demi tangente verticale au

point A(a; f(a)) dirigée vers le haut

» fdérivable ena = lim

x—-a

= 400 = fn’est pas dérivable en a

Fonctions dérivées des fonctions usuelles

» Les polynomes sont dérivables sur R et :

(ax+b) =a ; (ax™) =anx"?
> Siudérivable alors (u)’ = nu'u™!
a\' -a a\'  -au
() =7 x20 5 (5) ==~ wu=o0
! Y u
(\/E) 2\/_,x>0 ,(\/ﬂ) =—ﬁ;u>0

» uetvdeux fonctions dérivables sur I alors
(u+v) =u +7v; (au)' = au’
(uv) =u'v+uv'; (L—l) = u’LLZWI;
v W)
» Les fonction sin ; cos sont dérivables sur R
(sinx)' =cosx ; (cos(x)) = —sin(x)
> (tanx) =1+ tan? x ; (f(U))' =U'f'(U)
Lien entre la dérivabilité et la continuité
f dérivable sur I = f est continue sur I

v+#0

3) T.V.I etFonction réciproque
» Sif est continue et strictement
monotone sur un intervalle [a; b] et
f(a) X f(b) < 0 Alors I'équation f(x) =0
admet une unique solution a dans |a; b[
» Si f une fonction continue et strictement
monotone sur un intervalle I,
Alors la fonction f admet une fonction
réciproque, notée f~1, définit sur J = f(I)
1) =y _ (f(y) =x
x € £(I) ‘:’{ y€el
*Les courbes de f et de fsont symétriques
par rapport la droite d'équation y=x

Par la relation {

Dérivabilité de f~! en b avec b = f(a)

Sifestdérivableenaet f'(a) # 0 alors f-1
est dérivableenb et (f~1)'(b) = ,( "

4)Convexié de (Cf)etles Points d’inflexions

» Sif" >0 surl alors (Cf) est convexe U
» Sif" <0 surl alors (Cf) est concave N
» Sif" s'anulle et change le signeena

alors A(a; f(a)) est un point d'inflexion
5) POSITION RELATIVE de (Cf) et (A)

Pour étudier la position relative de (Cf)
est ladroite (A) d’équationy =ax+ b
On étudie le signe de f(x) — (ax + b)

» Si f(x)— (ax+ b) = 0alors la courbe
(Cf) estaudessus de (A)

» Si f(x)— (ax+ b) < O0alorslacourbe
(Cf) est audessousde (A)

6) Les éléments de symétrie de (Cf)

» Ladroite d’équation (A):x = a estun
axe de symétrie de (Cf) si pour tout x € Dy
2a—-x)€D; et fQa-x)=f(x)

» La fonction f est paire ssi Vx € Dy :
(—x) €Dy et f(—x)=f(x)

(Oy) estun axe de symétrie de (Cf)

> Lepoint A(a;b) est centre de symétrie

de (Cf) ssi pour tout x € Dy

(2a—x) € Dy et f(2a—x)+ f(x) =2b

» La fonction est impaire ssi Vx € Dy :
(-x)eD; et f(—x)=—f(x)

Le point O est centre de symétrie de (Cf)
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I La limite Interprétation géométrique | Schématisation du résultat
Alors la droite (D)
Si lim f(x) = d’équation x =a est
xX—-a

asymptote verticalea (Cy)

Alors la droite (D): y=1L
Si lim f(x)=1L est asymptote horizontale

o a (Cy) voisinage de +oo
SI liin f(x) = et Alors droite(A):y =ax+b
X—1+00
lim f(x) — (ax + b) =0 est asymptote oblique a
xowe (Cy) voisinage de +oo
X0
Si lim f(x) = o, On calcule lim [ S .
X—+00 x—400 X oy >

Alors (C;)admet une| Cy
branche parabolique de
silim X2 =0 Direction la droite (0,)|

¥k X Au voisinage de +oo |
[} I
'R 2 H
Alors (Cy)admet une | (Cp
- o U
Silim X _ o branche parabolique de
¥k X Direction (0,) Au f 14
voisinage de +o ‘
-1 o 1
Si lim {2 =q , (avec a # 0) Oncalcule lim f(x)— ax
x>+ X x>+
Si: Alors (Cy)admet une

branche parabolique de
lim f(x) —ax = direction la droite

X—+00

d’équation(A):y = ax au

voisinage de +o
Si: Alors la droite d’équation P ©
linn f(x)—ax=b (A:y=ax+Db est A
X—1T 00

asymptote oblique a (Cy)

,60‘
voisinage de +oo /"/

=Y
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