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Limites de la fonction In
; +00 — (+00)

[00]

) )

FI:

0
- 0 X o
0

e limIn(x) =—o ; lim In(x) = +o
x-0% x—>+00

e limxIn(x)=0" ; lim 2% _ o+
x-0t x>+ X

e limx"In(x)=0 ; lim h®_ 9
x—-0t x—+4+00 XM

o lim2®=1 ; lImZ2*D-4
x-1 x—1 x-0 X

Exercice 01
Calculer les limites suivantes :

2
1) lim x+1Inx ; 2) lim 2% ;3) lim 22
X—+00 x-0t X x—-0* x-1
. 1 .
Y lim Z-Inx 5 5) lim o=

6) lim In(x?+1) +x; 7) lim x1In (x+§)

In2(x)

8) lim

. s o3 3
Jim = ; 9) )!l)rg;rx (Inx)

Exercice 02

Calculer les limites suivantes :
Inx

2
7% 5 3) lim 2%
X X—)-}-ooX—l

1) lim x—Inx

X—+00

2 lim

. 2x—In (x) . . 2
Hlim s 1% Himin® () +In x
6) lim In? 1 L 2In (x) +1
) Jim In? (@) —n % 7) lim ==

. 1 . 1
8 Jima+inx 5 9) lim 55
10) lim In(x+1)

X—+00

; 11) liin In(x? +1) —x
X—+ 00

Exercice 03

ATaide d’'un changement de variable calculer

|R

In3x+1
1) lin&¥ ;2) lirlqr(x2 —DIn(x—-1)
3) lim xIn (1+5)  ; 4) lim &
)x—l}:!ox n( X) ’ ) x—l>l-|20 \/;
n2 X
) tim M 6) limx(in’

Exercice 04

f une fonction définit sur ]0; +oo[ par
In(x)

I

1
f(x) =In(x) + < +
1) Déterminerlilggr f(x) et Interpréter le
X—

résultat géométrique
2) Calculer lim f(x)et étudier la branche

X—+00

infinie de(Cf)au voisinage de +oo
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Etude des fonctions

Exercice 05
Soit la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par
fx) =1—-x+1Inx
1) Calculer ,}l%l f(x) puis interpréter le

résultat géométriquement
2) Calculer lim f(x); lim @puis étudier la
X—+o00 xX—-+o0o X
branche infinie de (Cf) au voisinage de +o
3) Etudier la position relative de (Cf)etla
droite: (A):y = —x
Exercice 06
Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par:

()_4xlnx
fx) = 1+x

f(0)=0
1) Montrer que lil}l f(x) =4+ et
X—+ 00
fx)

x>0

que lim 0 , puis interpréter

xX—>+oco0 X
graphiquement le résultat.
fx)

2) Montrer que li%l —— = +o00, puis
X—

X

interpréter le résultat géométriquement
Exercice 07

Soit f une fonction définit sur [0 ;+oo[ par:

1
f(x) =xln<1+;) ; Six+0 etf(0)=0
1) Montrer que lilP f(x) =1, puis
xX—>+00

interpréter le résultat géométriquement
2) Calculer lirg;r % puis interpréter le
X

résultat géométriquement

Soit f une fonction définit sur ]0; +o[ par:

f(x) = x+ (Vx = 2)In(x)

1) Calculer lirg}r f(x) et Interpréter le
X—

résultat géométriquement
=0

. . In(x)
2) Calculerxleo f(x) et montrerxllilgo =

3)a) Montrer que la courbe (Cf) admet une
branche parabolique de direction la droite
(A) : y = x au voisinage de +

b) Etudier la position relative de (Cf) etla
droite (A) sur ]0; +oof




Calculer les limites suivantes :

2
1) lim x+1nx ;2) lim 0 3) Jim 22
X—+00 ot x x—0tT x-1
4) ,!l%‘__l“x » 3) im0

6) lim In(x*+1) +x; 7) lim xIn (X+§)

In?(x)

® lim 2 o) jipany’

Rappel (EI): % ; 0Xoo ;400 — (+0)
1) limx+Inx =+o0

X—+00

(o]
(o]

Car lim Inx =+ et lim x = +o

X—+00 X—+00
In2 x "+ 00"
2) 9!_>0+ x ot 00
Car limx =0" et llm In2x = 4o
x—0t x—0
3 l- lnX _ n wll _ +w
xlrg}fx -1 -1 o
Car limlnx=-o
x—07t
- 144 1 11}
4) )}LI&I—Z—IHX O—+—(—oo) =400
Car 11m Inx = —co et lim —2 = 400
x—0t X
ll1ll
5 1l =0
) xos 80 ln(x) + o0
Car lim Inx =+
X—+00

6) li{Ln In(x* +1) +x = +o0

Car lim Inx = +oet limx?+1 = 4o
X—+00 xX—+00

. 1
7),(11{3!0)(]“ (x+;) = 400

1
Car lim x =+ et lim — =0

X—+0oo xX—>+00 X
In2(x In(x
8) lim g)— i ( ()
X—+o00 X x—>+oo
ln(x)
Car lim =0
x>+ X

9) lim x3(Inx)3 = )}irg;r(xln(x)ﬁ =0

Car lim xIn(x) =0
x—-07%
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Calculer les limites suivantes :

2
1) lim x—Inx ; 2) lim 2% ;3) lim 2*
X—+00 x—0t Xx—+o0 X—1
2x-In (x) . 2
4) x‘l‘l!o e 5) )}llg}r In“ (x) +1In x
6 lim In? 1 M 2In(x) +1
)x—ljgo ) =l ez s ) lﬂo In x

8) llm +lnx ;

x-0%

1
9) )!LO"' xln(%/_)
10) lim —‘“(’;“) :

11) lim In(x? +1) —x
X—+00 X—+00

Rappel (FI): % ; z ; 0Xoo ;400 — (4)

1) lim x—1Inx
X—+ 0o

Forme indéterminée +oo — (+o0)
Levons I'indétermination :

(-

limx—Inx = limx
X—+0o X—+00

. 1
= lim x(l — E)
X—+ 0o X
.1 1
Etcomme lim —==0 et: lim1——=1.
xX—>+0 X X—+ 00 X
Donc: lim x —Inx = +o
X—>+00
1 2
2) l n“(x)
x—>0+ X
Ona: limx=0% et limIn? x =+
x-0% x—0%
. In? x "+oco"
Donc lim = = 400
x—»0t Xx 0+
. Inx
3) lim
x>+ X —

llmll

Il s'agit d'une forme indéterminée : -

Levons l'indétermination :

Inx Inx

Inx .

= lim %-=
x—>+o0 X~1
X

lim

lim I
xX—+o X —

xX—+00 1 I —
X

. Inx . 1
Comme lim —=0et lim1—--=1,0na,
x—>+00 X X—+00 X

comme limite d'un quotient :
Inx

lim %5
X—+00 1—;

Inx
lim —
x—+00 x—1

=9=0;donc 0

1
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In(x) 1
£ lim 2x—In(x) I X(z . ) . In(x+1) _ ln(x(1+;))
) = o In(x) 10) lim ———— = lim
Xoeo X-+ln X X>too (1'+ ) X—>+ 00 X X—+ 00 X
X
g _In(® - In(x) +1In (1 + i)
llnl-———ngﬁ 2 =:JEE& X
x>+ q 4 MO )
Inx ) ln(x) In (1 N ;)
Car lim — =0 = lim +
x—+o0 X Xx—>+oco X X
1 1
Car lim 22 = 0 et lim ﬂ ="2Lr=p
5) lin}_ In? (x)+1In x x>+ X x—+0 X +00
x>0 11) lim In(x?+1) —x
X—+00

Il s'agit d'une forme indéterminée "+oco — co",
Levons l'indétermination :

lim In? (x) + In x = lim Inx(Inx + 1) = 400
x-0% x-0%

Car limIln x = —
x—-07T
6) liELn In?(x) —1lnx

Il s'agit d'une forme indéterminée "+oco — 0",
Levons l'indétermination :
lim In?(x) —1lnx = 11m Inx(Inx + 1) = 400

X—>+00

Car lim Inx = 4+

X—+00

2In(x) +1
In x

2In (x) 1
+
In(x)

7) lim

X—+00

 x-o+o In x

Car lim 1 0
x—+oo Inx
8) li L +1
) xllg}' X2 nx

Il s'agit d'une forme indéterminée : "

i L : 1+x*Inx 1,
Jim Szt Inx = lim ——a— = "4+
Car llmx2 =0t etlu(}11+lenx= 1+0=1

'=+oo

9) lim ————

x-0* xln(\/_ )
lim = lim
x-0* xInix x-0* xIn x§
1
= lim = —0

Car limxlnx=0"; 0<x<1 <Ilnx) <0

x—07T

+00 — 00",

Il s'agit d'une forme indéterminée : "+co — co"

[In(x*+1
lim In(x* +1) —x = lim x (—)—1l

X—+00 X—+00 | X
1
n (xz(l + —2)
= lim x X2 1
X—>+00 X

xX—+ 00

i lln(xz) + 11; (1 + x_12) ~ 1]

1
21 In(1+-
i 20 () ]
X—>+00 X
= —O0O0
Car limx =+ et lim 2n(x) _ 0 et
xXx—>4+00 xX—>4+00 X
In (1 + lz)
lim ———*2 =90
X—4o00 X

Alaide d’'un changement de variable calculer

. In(Bx+1) ]
1) lim—————=;2) lim(x?-1)In(x—-1)
x—0 x-1t
3) lim xIn(1+3) 4 lim In()
)limxIn(1+2) 5 4) lim N
5) lim % 6) lim x(Inx)>
) i = 6 Jig x(lnx)
Solution :
In(3x+1) In(3x+ 1)
1) lim———=lim————x 3
x—0 X x—0 3x
Onposet=3x orx—-0=t->0
In3x+1 In(t+1
qGx+H L InE+DH o
x—0 X x—0 t

Car limM =1
x—0
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2) lil};r(x2 —Din(x-1)

X—
Il s'agit d'une forme indéterminée "0 X oo ",
OnposeX=x—1 donc x=X+1 ;
or x> 1t X -0
L= lirlqr(x2 —DIn(x—-1)
= ,!l?l(x -1+ Din(x—1)
= )!L%}r XX+1+1DIn(X)
=1limXInX)(X+2)=0

x—07t
Car lim XIn(X) =0

3) lim xIn (1 +—)

X—+00

Il s'agit d'une forme indéterminée : "c0. 0".

1 1
On pose X =- donc X=_;
X

or x—>+00<=>X—>0+

lim xIn (1 + )— llm—ln(l + X)

X—+00
. In(1+X)
= lim —— =
X-0t
Car lim 1_ 0 et lim In@+X) _ 1
xX—>400 X X-0

In(x)

b s

Onpose X =+/x donc x = X?
or x »> +00 &< X - +

lim ln(x) ln(XZ) _ 21In(X) _
X—+00 \/— - X—+ 00 o X—+ 0o X B
Car lim 2In(X) _ 0
X—+ 00
In x)?2 In
5) lim ( ) _ = lim ( \/_ )
X—+00 X X—+0o \/E

. (2InVx) \/_) ] <Zln\/§>2
- i 2 im

X—+ 00 \/} \/E
Onpose X =+/x donc x = X? ;

or x > +oo = X - 4+

~ (In x)? . (2In+/x ’
lim = lim
X—+00 X X—>+00 \/E
2
= lim (Zlnx) =0 ;Car lim 2In X
x—+00 \ X x—+00 X

6) lim x(In x)3 = ’}1151(3§/§)3 (In(¥/x)3)3
= lim %)° G ¥’
= lim 3¥xIn{x)’

OnposeX = x donc x=X3 ;

orx->0"e=X->0"
lim x(In x)3 = lim (3XInXx)3 =
x—

; (car lim XlnX =0)
X-0*

f une fonction définit sur ]0- +oo[ par
In(x)
X
1) Déterminer 111(}}r f(x) et lnterpréter le
X—

f(x) = ln(x)+ +

résultat géométrique
2) Calculer lim f(x)et étudier la branche

X—+ 00

infinie de(Cf)au voisinage de +o
Solution :
f une fonction définit sur ]0' +oo[ par
In(x)
X
1) Détermlner)grg;r f(x) et Interpréter le

f(x) = In(x) + +

résultat géométrique
In(x)
X
- xIn(x) + 1+ In(x)
= lim
x-0+ X
= —O00

11m f(x) = 11m In(x) + +

In(x)

X

Car: limxIn(x) =0 et lim
x—0% x-0%
Donc la droite d’équation x = 0 c-a-dire I'axe

des abscisses est asymptotes verticale a (Cf)
2) Calculer lim f(x)et étudier la branche

X—+00

infinie de(Cf)au voisinage de +oo

In(x
llm f(x) = llm In(x) + + )(( ) = 400
Car lim In(x) = + et llm -=0et
X—>+o00 X—>+00 X
lim 2% = o
Xx—>+o00 X
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(00 I+ o+ p fOO L 1-x+inx
ll}'n X - llPI X x—>+oo X xX—+00 X
X—+00 X—+00 l
. In(x) 1 InX) (_ 1+ nx)
= im x2 = lim —
X-to0 X x? X2 X—+00 X
=0 Y 1 1 In x
. In(®) 1 =lm ~-1+——
Car : lim =0 et lim— _
X-+0 X x—>+00 X =
X i —_\— = i —
=0 et ll}.n X(Z ) =0 xl_l)lfgo f(.X') ( .X') xl_l)l}gol X+ ln(x) +x
X—>+00

Donc la courbe (Cf) admet une branche

parabolique suivant I’axe des abscisses au

voisinage de +oo

Soit la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par
fx) =1—x+1Inx

1) Calculer ,}L%!r f(x) puis interpréter le

résultat géométriquement

2) Calculer lim f(x); lim J6) puis étudier la

X—+00 xX—>+o0 X
branche infinie de (Cf) au voisinage de +oo
3) Etudier la position relative de (Cf)et la
droite: (A):y = —x
| Solution: |
Soit la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par

fx) =1—x+Inx

1) Calculer li%l f(x) puis interpréter le
X—

résultat géométriquement
limf(x) =lim1—-x+Inx=—
x—>0+f( ) x—-0%

Car:lim1—x=1 et limlnx= -
x—07% x-0%

Donc la droite d’équation x = 0 c-a-dire I'axe
des abscisses est asymptotes verticale a (Cf)

2) Calculer liin f(x); lim s )puls étudier la

branche infinie de (Cf) au voisinage de +oo
lim f(x) = lim1—-—x+1Inx

X—+00 X—+00

Inx
= lim x (— -1+ —)
X—+ 00

Inx

Car limx =40 et lim —=
x—+00 x—>+00 X

.1
et lim-=0
X—>+o00 X

= lim 1 + In(x)

x—+00
= 4o
Donc la courbe (Cf) admet une branche
parabolique suivant la droite (A) d’équation
y = —x au voisinage de +o
2) Etudier la position relative de (Cf)et la
droite: (A):y = —x
fxX)—(—x)=1—-x+In(x) +x
=1+ In(x)
Cherchons le signe de 1 + In(x) sur ]0; +oo[

1+In(x)=0< In(x) = -1
1

S x=e
1
S X =—
e
X 0 i +oo
flx)+x [ - 0 +
i (Cf) est en A{E;—l) Cf) esten
Posion - e e
lafi |dessous Point dessus
de (A) d’intersection \ de (A)

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par:

_4xlnx_ 0
f&) = 1+x x>
f(0)=0

1) Montrer que lil+n f(x) =+ et
x>+

que lim %) = 0 , puis interpréter
X—+ 00
graphiquement le résultat.

fx)

2) Montrer que 11151 = +o0, puis

1nterpreter le résultat geometrlquement
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Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par:

_4xlnx_ 0
fo = 1+x $x >
f(0)=0

1) Montrer que lir+n f(x) =+ et
X—+00
f&®

que lllJ‘rn = = 0 , puis interpréter
X—+00
graphiquement le résultat.
I ) = 1i 4 x Inx
x—ljigof x) = x—l>£-noo 1+x
4 x Inx . 4 Inx
= lim ———— = lim
"*+°°x( +1) J‘H“L°°;+1
= 400
. .1
Car: lim Inx =400 = lim — =0
xX—+00 x—>+00 X
f( ) 4 x Inx 4xl
X x Inx
lim —= = lim 2% = lim ————
x>+ X x>+ X x>+ X(1 + x)
. 4 Inx 4 Inx
= lim = lim ————
x-o+00 1+ x xX—>+00 x(_ + 1)
. 4 Inx 1
= lim X 7 =0
X—>+00 X 4 1
X
. Inx o1
Car : lim —=0 et lim —=0
xo+00 X x—+o0 X
Interprétation géométrique :
Ona : llm f(x) =+ et lim X2 =0

x>+ X
Donc la courbe (Cf) admet une branche
parabolique suivant I’axe des abscisses au

voisinage de +oo
f&x)

2) Montrer que lirgl — = t%, puis
X—

interpréter le résultat géométriquement
4 x Inx

lim f(x) i 1t 4 Inx

m
-0t Xx x—>0+ X -0t 1+ x

Car: limilnx = —c et llm 1+4x=1
x—07t x—0t

Donc llm fx) = lim M = —00
x-0t X x—0% x—0

Donc f n’est pas dérivable a droite de 0
Interprétation géométrique :

la courbe (Cf) admet une demi-tangente
verticale au point A(0 ;0) dirigée vers le bas
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[ par:
f(x)=xln(1+1); six+0 etf(0)=0
x

Soit f une fonction définit sur [0; +o

1) Montrer que lilP f(x) =1, puis
X—+ 00

interpréter le résultat géométriquement

f()

2) Calculer lim puis interpréter le
x-0

résultat géometrlquement

[ par:
f(x)=xln(1+1); six+0 etf(0)=0
x

Soit f une fonction définit sur [0;+o

1) Montrer que lim f(x) = 1, puis
X—+00
interpréter le résultat géométriquement

lim f(x) = lim xIn (1 + 1)

X—+ 00 X—+ 00
OnposeX=; donc x=}1—( ;or x —
+oo = X - 07
1
lim xIn (1 +—) = llm In(1+X)
X—>+ 00
ln(l + X) B
= X_)]’(l)‘!'- X =
Car lim 1- 0 et lim nd+X) _ 1
x—+00 X X-0
Donc lim f(x) =1

x—+0o0

Interprétation géométrique :
La droite (D) d’équation y = 1 est asymptote
horizontale ala courbe (Cf) au voisinage de
+ oo
2) Calculer lilg}_ % puis interpréter le

X—

résultat géométriquement

1
fe-fo . x(1+3)
lim ———= = lim —————2%~
x-0* x—0 x—0t X
= lim In (1 + —)
x—-0%t
= 4o

Donc f n’est pas dérivable a droite de 0
Interprétation géométrique :

(Cf) la courbe de la fonction f admet une
demi-tangente verticale en 0 dirigée vers le
haut
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Soit f une fonction définit sur ]0; +oo[ par:
f(x) = x+ (Vx - 2)In(x)
1) Calculer lim f(x) et Interpréter le
X
résultat géométriquement

In(x) _
— =

0

2) Calculer lim f(x) et montrer lim
x—+00 X—+0

3)a) Montrer que la courbe (Cf) admet une
branche parabolique de direction la droite
(A) : y = x au voisinage de +o

b) Etudier la position relative de (Cf) etla
droite (A) sur]0; +oo[

Soit f une fonction définit sur ]0; +oo[ par:
f() = x+ (Vx - 2)In(x)
1) Calculer lirori f(x) et Interpréter le
X—
résultat géométriquement
lim f(x) = lim x + (Vx — 2)In(x) = 4+
x—-0% x—-0%
Car : lim Vx—2 =-2 et limlnx = —oo
x—-0t x—-0%
Donc la droite d’équation x = 0 c-a-dire I'axe

des abscisses est asymptotes verticale a (Cf)
2) a) Calculer liPl f(x) puis montrer que
X—>+ 00

. In(x)
om =

lim flx) = lim x + Wx —2)In(x) = +oo

=0

Car lim x = +o0; lim (Vx — 2) = 4

X—+00 X—+00
Et lim In(x) = +x
X—+00

e Onposet= +x donc x=t?
or x >+ & t—> +ow

o In(x) In(t?) 2In(t)
lim = =1 =0
x—+00 \/; t—+o00 t—+o0o t
. In(t)
Car lim——=0
to+o

b) Montrer que la courbe (Cf) admet une
branche parabolique de direction la droite
(4) : y = x au voisinage de +oo

. [ . x4+ (Vx—2)In(x)
lim — = lim
x—-+0 X X—+00 X
l 21
= lim 1+ Vxin() — n(®)
x—+00 X X
In(x) 2Iln(x)
= li - =1
st TR x
l l
Car lim n(®) =0 et lim n(x) =0
x>+ \/; xX—+ 00 X
lim f(x) —x = li_ll_n x+ (Wx—2)n(x) —x
X—>4 00

X—+00

xle}o(& —2)In(x) = +oo

Car lim In(x) = +xet
X—+ 00

Donc la courbe (Cf) admet une branche
parabolique de direction la droite
(A) : y = x au voisinage de +o

lim (vVx —2) = +o
X—+o00

b) Etudier la position relative de (Cf) etla

droite (A) sur ]0; oo

Soit x € ]0; +oo[

f) —y=(Vx—2)n(x)

On va étudier le signe de signe de f(x) —y

f—-y=0s (Vx—2)n(x) =0
oVx—2=00u ln(x) =0
eVx=2o0ux=1

Sx=4o0oux=1

Remargque : la droite (A) coupe (Cf) en deux

points,sont A(1;1) et B(4;4)
On dresse le tableau de signe de f(x) —y

X 0 1 4 +00
Vx—2 — — 0 +
In(x) — 0 + +
f(x) —y + 0 - 0 +

Donc (Cf) est en dessous de la droite (A) s
[1; 4] et en dessus de la droite (A) sur les
intervalles ]0; 1] et [4; +oo]

ur




