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Rappels
» La primitive de x — i sur |0, +oo[ qui
s’annule en 1 est appelée fonction

logarithme népérien on la note par In
» Lafonction est dérivable sur ]0,+oo[ et

pour tout x de ]0, +oo[: In'(x) =§

Dérivée de la fonction In(U) avec U # 0
Si U est dérivable sur I alors In(|U|) est

U’ (x)
U(x)

dérivable surletona;In’'(JUX)|) =

Primitives
U(x)

sont les fonctions x - In(|JU(x)|) + c; c€ R

Calculer f’(x) dans chaque cas :

Les primitives de la fonction x —

Dfx)=3—-—x+2Inx; 2) f(x) =§+ln(x)

3)f(x) =x*+2xInx ; 4) f(x) =

In(x)
5) f(x) = In(2 —x) + In(x* - 5x + 6)
I = ) [ =22,
8) f(x) =2x—In?(x) 9)f(x) = x— "

10) f(x) = V2 — Inx; 11) f(x) = xin (1 + )
Exercice 02
Soitg une fonction définit sur |0 ; +oo[ par
g(x) = x— In(x)
1) Déterminer lim g(x) et lim g(x)
x—0% X—+00
2) Calculer g’ (x) ;puis dresser le tableau des
variationsde g
3) Montrer que : Vx € |0; +o[; g(x) >0
Soit la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par
f(x)=3—-x+2Inx
1)Déterminer lim f(x) et lim f(x)
x—0% X—+00
2) a) Calculer f’(x) puis déterminer les
variations de la fonction f sur |0 ; +oo[
b) En déduire le tableau de variations de f 3)
Calculer f”’(x) et étudier la convexité de f
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Exercice 04
Soit h une fonction définie sur ]0; +oo[ par:
hx) =3 (nx)3+Inx—4
1) Déterminer lim h(x) et lim h(x)
x-0t X—+00

2) Calculer h' sur ]0; +o[ puis déduire que h
est strictement croissante sur |0; +oo[
3) Calculer h( e) et déduire que :(Vx € ]0; e])
;h(x) < 0et(vx € [e;+x[);h(x) =0

Exercice 05
Soit la fonction f définie sur |—2 ; 1[ par

£(x) = In (’; al 2)

1) Calculer linz}+f (x) et lirln_ f(x)
X—>— X—
2)a) Calculer f’(x) sur |-2 ;1]
b) Déterminer le sens de variation de la
fonction f

Exercice 06
Soit g une fonction définit sur |0 ; +oo[ par

) =1 (1+1) !
gix) = x/ x+1

1)Calculer lim g(x) et lim g(x)
x—07t x—>+00

2)Montrer que g'(x) = x(x_—l sur |0; +oo[;

+1)2
3) Dresser son tableau de variationde g
4) Montrer que : Vx € [0;+xo[; g(x)>0
Exercice 07
Soit f la fonction numérique définit sur

f(xX)=x*(nx—-—1)?%; x>0
f(0)=0

1) Calculer ligrn f(x)
X—>+00

[0, +oo[ par {

2) a) Montrer que

f'(x) =2x3(nx —1)(2Inx — 1) pour tout

x de l'intervalle |0, +oo]

b) Dresser le tableau de variation de f
Exercice 08

Déterminer les primitives des fonctions :
5

a)f(x):1+x6 ; T=R
1
b)f(x)=m; I=1]0;1]
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Calculer f’(x) dans chaque cas :

) f(x)=3—-—x+2Inx; 2) f(x) =;+ln(x)
2

3) f(x) =x*+2xInx ; 4) f(x) = e
5) f(x) = In(2 — x) + In(x? — 5x + 6)
OfX) =" 7)) flx) =22,
8) f(x)=2x— In?(x) 9) f(x) = x_hﬂ%

10) f(x) = VZ = Inx; 11) f(x) = xin (1 +2)
| Solution

Calculer f’(x) dans chaque cas:
Dfx)=3—-x+2Inx
ff(x)=B—x+2Inx)’

1
=0-1+2X-
x

2) f(x) = §+ In(x)

2 —
') =(=+1 '=2X—+—
f@=CHinw ) =2x—+
-2 1 -2 x
T ox2 x x2 0 x2
x—2
=

3) f(x) = x% + 2xInx
f'(x) =(x*+2xInx )’
=2x + 2x'In(x) + 2xIln'x
1
=2x + 2In(x) + 2x X o
=2x+2In(x) + 2

2
4) f(x) = m
o 20, —In'(%)
F® =G ) =2 > e
1
=—-2X— 2

In?(x) ~ xln? (%)

5 f(x) = In(2—x) + In(x? — 5x + 6)

fl(x)=(In(2-x)+In(x* —5x+6) )’
2-x) 0-1 -1 1

- (2—-x) T2-x 2-x x-2

6) £(x) = Inx

1-Inx
Inx

F) =G 1)
_ In'x(1 — Inx) — Inx(1 — Inx)’
B (1 — Inx)2
i(l — Inx) — Inx xi
T (1-Inx)?
B (1 —Inx) — Inx _1-2Inx
 x(1-1nx)2  x(1 - Inx)?
fo =5
, o x+3
f) =01
_ (x+3)'(xInx) — (x + 3)(xInx)’
B (xInx)2
xlnx — (x + 3) (x’lnx + x X i)
- (xInx)?
_ xlnx — x+3)(Inx+1)
B (xInx)2
_ xlnx — (xInx + x + 3lnx + 3)
B (xInx)?
B —(x+ 3Inx + 3)
B (xInx)?
8) f(x) =2x—1n%2(x)
f'(x) = (2x —In?(x) ) =2 — 2In'(x)In'(x)
2ln(x)
x
9) f(x) = x — "2
1 2
o=y
In?(x)'x — In?(x)x’
- x
@ x x — In?%(x)
x
L 2In(x) — In?(x)
- X

7)

=1

—1-—
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10) f(x) =V2 — Inx

Rappels : ‘
[Vau] =
f[(x) =2 —-Inx)

_(2- Inx)’'

2\/ lnx

1
et (In(x))' = p

1
2V2 —Inx 2xV2 - Ilnx

11) f(x) = xIn (1 + %)

Rappels : ‘
(uv) =uv+uv’

ou 1\ 1
et [In(u)] = et (;) =-a

1
f'(x) = (xln (1 + ;) )’
Soit x € ]0; +oo [ |

' 1 x2
f(x)=1xln(1+;)—xx T

1
—1 (1+1) X (1+1> 1
= x) x1 T x) x+1

X

Soitg une fonction définit sur |0 ; +oo[ par
g(x) =x—In(x)

1) Déterminer ,!Lr(}l g(x) etXLiJ{tgo g(x)

2) Calculer g'(x) ;puis dresser le tableau des
variations de g

3) Montrer que : Vx € ]0; +o[; g(x) >0
Soitg une fonction définit sur
10; +oo[ par g(x) = x — In(x)

1) Déterminer ,!L%l g(x) etxl_ifgo g(x)

)!ll(}l gx) = )!irg}x —In(x) = +

Car limx =0 et limIn(x) = —o0
x-0% x—-07
. In x
lim g(x) = lim x (1 — —) = 400
X—+00 X—+00 X
Car limx =4+ et hm“‘—":o

X—+ 00 X—+400 X

2) Calculer g’ (x) ;puis dresser le tableau des
variationsde g
g est dérivable sur |0 ; +o[ etona:
. _ 1 x-1
g =1- po p
Comme x > 0, g'(x) est du signe de x — 1.
Ona g(1)=1-In1=1

X 0 1 +oo
g' (%) | | -
9(0) \ /

3) Montrer que : Vx € |0; +oof; g(x) >0
On en déduit que pour tout x de |0 ; + o,
on a 1 est une valeur minimale de g sur
10; +oof
Donc g(x) =x—Ilnx>1>0
Doncvx € |0; +o[: g(x) > 0
Soit la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par
f(x)=3—-x+2Inx
1)Déterminer lim f(x) et lim f(x)
x—-0% X400

2) Calculer f’(x) puis déterminer les
variations de la fonction f sur |0 ; +oo[
3) Calculer f”(x) et étudier la convexité de f

Soit la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par
f(x)=3—-x+2Inx
1)Déterminer lim f(x) et lim f(x)

lim f(x) = llm 3—x+21nx

X—+ 00

= —00

3 Inx
= limx(——1+2—)

Xx—+00 X X
}nglf(x) = ,}%13 —x+2Inx =—
2) a) Calculer f’(x) puis déterminer les
variations de la fonction f sur |0 ; +oo|
Sur |0 ; +oo[ fest dérivable et,ona:
Fl=-1+2=2"%
x x
Comme x > 0, f'(x) est du signe de 2 — x.
La fonction fest donc strictement croissante
sur |0 ; 2] et str décroissante sur [2 ; +oo].
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On dresse le tableau de variations :

X 0 2 400
' 0 -
1+2In2
ey ‘ ‘ /' T~

> f(2)=3—2+21n2=1+21n2

2) Calculer f”(x) et étudier la convexité de f

Sur |0; +[,ona f' est dérivable de plus :
—1xx—(2—-x)x1

HOE >
_—x—=2+x
x2
= ;—2 <0
On en déduit que la fonction f est concave sur
10; +ool.

Soit h une fonction définie sur ]0; +oo[ par :
hx) =3 (nx)3+Inx—4
1) Déterminer lim h(x) et lim h(x)
x-07t X—+00

2) Calculer h' sur ]0; +o[ puis déduire que h
est strictement croissante sur |0; +oo[

3) Calculer h( e) et déduire que :(Vx € ]0; e])
s h(x) < 0 et(vx € [e; +[); h(x) = 0

Soit une fonction h définit sur ]0; +oo[ par:
h(x) =3 (nx)3+Inx—4

1) Déterminer )!LIJ} h(x) ethino h(x)

lim h(x) = lim 3(Inx)3+Inx—4=—
llm h(x) = Jim 3 (In )2 +Inx—4=+ow

X—+00

1) Calculer h' sur ]0, +oo[ puis déduire que h
est strictement croissante sur |0; +oo[

La fonction h est dérivable sur

]0; +oo[ comme somme des fonctions
dérivables sur ]0; + oo

Rappel :

(In(x))" =

(uz)’ = 2uu’

Soit x € ]0; +oo]
h'(x) = 9(Inx)'(In x)? +;
_ 9(In x)? +1 >0
X

D’oul la fonction h est strictement croissante
sur |0; +oo[
2) Calculer h( e) puis déduire que : (Vx €
10; e]); h(x) < 0 et(Vx € [e; +oo]); h(x) = 0
Ona h(e)=0
Soit: x €]0;e]
x€]0;e] = x
< e et h est str croissante sur]0;e]

= h(x) < h(e)

= h(x)<0
Soit: x€[e;+xo|
XE[e;+o[= e<x

et h est str croissante sur|e; +x|
= h(e) < h(x)
= 0 < h(x)

Soit la fonction f définie sur |-2 ; 1] par
X+ 2
£ = In (7 —)
1-—x
1) Calculer lin21+f (x) et lirln_ f(x)
2)a) Calculer f’(x) sur |-2 ;1
b) Déterminer le sens de variation de la
fonction f

Soit la fonction f définie sur |—2 ; 1[ par

f(x) =1In <)1( il 2)

1) Calculer lim f(x) et limf(x)
x—-2% x—-1~

Par composition de limites, ona:

lim Y2 - 0+ donc 1i -
xllpz 1—x - onc xllpz f(.X') =T
x>-2 x>—2
Car limIn(x) = —
x—0t
i x+2 _ d li _
lim 1= +oo donc lim f(x) =4
x<1 x<1

Car lim In(x) = +o

X— 400
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2)a) Calculer f’(x) sur |—2 ;1] ) . ( 1) 1
Soit: |-2;1] xl—ljl-noog(x)_xl—}-ll:lololn 1+x x+1_0
by IX(1—x)—(x+2)Xx(-1) Car lim ln(l +l) =In(1)=0 et
u (x) - (1 B x)z xX—+00 X
1-x+x+2 3 Jim — =0
 1-x02  (1-x)? 2) Rappels :
, ! 1\’ 1
/ u(x — In(w)] =— et(—)———
Donc : f (x) = (X) _ a-x2 [In(uw)] P P
ulx) u(x) 1/ u’
b) Déterminer le sens de variation de la et (E) = - u?
fonction f Soit x € |0; +oo [
3 1
2 -1
/ (1-x)? ! - _x*
=2 g'x) =
u est strictement positive sur | -2 ; 1] et lz 1
3 =X 4
107 > 0. % (x + 1)2
Donc f'(x) > 0. 1 1
Et donc la fonction f est strictement =-——2 4
. x+1 (x+1)2
croissante sur |—2 ; 1[. 1 1
x | 2 1 T XD xF1)?
f(x) + o (x+1) X
e X+ 1?2 x(x+ 1)2
f(x) —oo/ _—x—1+x
Exercice 06 Cox(x+1)2
Soit g une fonction définit sur |0 ; +oo[ par DoncVx €]0,+[ : g'(x) = " (7:1)2
g(x) = In (1 + 1) _ 1 3) Dresser son tableau de variation de g
x/ x+1 -1

1)Calculer lim g(x) et lim g(x)
x-07% x—+00

2)Montrer que g'(x) = x(x_—l sur |0; +oo[;

+1)2
3) Dresser son tableau de variationde g
4) Montrer que : Vx € [0;+o[; g(x)>0
Solution

Soit g une fonction définit sur ]0 ; +oo[ par
1 1
=1 (1 —) .
g(x) nit+ X x+1
1)Calculer lim g(x) et lim g(x)
x-0% x—>+00

1 —
x+1
Car limln(1+1) =40 et limiz 1

x—0t X

x—0t x+1

. : 1
) = tim (14 3) = 2 = o0

Onavx €]0,+o[ : g'(x) = e

Donc la fonction g est strictement
décroissante sur ]0, +oo[

x |0

!

g f—

‘q+oo >
0

4) Montrer que : Vx € [0;+o[; g(x)>0

ona g(10;+eD) = | lim g(x) ; lim g(x)|
=10; +oof

Donc pour tout x € |0, +oo[

Ona: g(x) €]0,+o[

DoncVx € [0;+x[; gkx)>0




Soit f la fonction numérique définit sur
fx) =x*(nx—-1)%; x>0

[0, +oof {
par f(0)=0
1)Calculer x‘l‘lio f(x)

2)a) Montrer que

f'(x) =2x3(Inx — 1)(2Inx — 1) pour tout x
de I'intervalle |0, + oo

b) Dresser le tableau de variation de f

Soit f la fonction numérique définit sur
f) =x*(nx—-1?%; x>0

[0, +oo] {
e f(0)=0
1)Calculer xl—l>l420 f(x)

lim f(x) = lim x*(Inx — 1)? = 4

Car 11m xt = +oo et lim In(x) = +o0

x—+00 x—+00
2)a)Montrer f'(x) = 2x3(Inx—1)(2Inx — 1)
pour tout x de I'intervalle |0, + oo
On a la fonction f est dérivable sur |0, +o[ car
c’est une composée et produit des fonction
dérivable sur |0, + oo
Soit x € |0, + oo
f'(®) = (x*(nx — 1)?)’
= 4x3(Inx — 1)? + 2x*(Inx — 1)’ (Inx — 1)

f'(x) = 4x3(Inx — 1)? + 2x* x xl(lnx -1)
=4x3(Inx — 1)? + 2x3(Inx — 1)
=2x3(nx-1)2(nx—-1)+1)

=2x3(Inx—-—1)R2Inx—-1)

b) Dresser le tableau de variation de f

Soit x € ]0,+o[ donc2x3 >0

(X)) =0 2x3(Inx—1)2Inx—1) =0

s In(x) —1=0 ou2ln(x) —
=0 car x €]0,+oo[

1
o In(x) =1 ouln(x) = >

1
oSx=eoux=e ox=e oux=+e
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x 0 Ve e oo |
In(x)-1 | — 0 + T 1
2In(x) - 1 ' 0 |
f'(x) + 0 -0 + |
A__,.,v’(\‘;) ~ +o0 |
0 *fe)y ~

Déterminer les primitives des fonctions :
5

a)f(x)=1_|_x6 ; I=R
1
b)f(x)=xln(x); 1=1]0;1]
() = x5 1>< 6x° det u
DX =1 e =g X T redetyPe
avecu(x) =1+x% -u'(x) = 6x°

Une primitive de u; est de la forme In(ju|)

Donc: F(x)= %ln(l +x%) +C ; avec
C eR,
1 ,
b) f(x) = de type 1
xln(x) ln( ) yp

avecu(x) =Iln(x) -u'(x) = ;

Une primitive de u: est de la forme In(ju|)

Donc: F(x)=In(|In(x)]) +C
avec C € R,
Ona: x€]0;1]
Donc Inx < 0 donc |In(x)| =
Donc: F(x)=In(-Ilnx) +C .
avecC e R

—Inx




