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 Etude des fonctions 

Rappels  

➢ La primitive de 𝒙 ⟼
𝟏

𝒙
  sur  ]𝟎, +∞[ qui 

s’annule en 1 est appelée fonction 

logarithme népérien on la note par ln  

➢ La fonction est dérivable sur   ]𝟎, +∞[ et 

pour tout 𝒙  de ]𝟎, +∞[ :   𝒍𝒏′(𝒙) =
𝟏

𝒙
 

Dérivée de la fonction ln(U)  avec   𝐔 ≠ 𝟎 

Si U est dérivable sur I alors ln(|𝐔|) est 

dérivable sur I et on a ; 𝐥𝐧′(|𝐔(𝐱)|) =
𝑼′(𝒙)

𝑼(𝒙)
 

Primitives 

Les primitives de la fonction 𝒙 →
𝑼′(𝒙)

𝑼(𝒙)
  sur 𝑰 

sont les fonctions 𝒙 → 𝐥𝐧(|𝑼(𝒙)|) + 𝒄 ;  𝒄 ∈ ℝ 

Exercice 01 

Calculer f’(x) dans chaque cas : 

𝟏) 𝒇(𝒙) = 𝟑 − 𝒙 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙 ;  𝟐) 𝒇(𝒙) =
𝟐

𝒙
+ 𝒍𝒏(𝒙) 

𝟑) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 𝐥𝐧 𝒙   ;  𝟒) 𝒇(𝒙) =
𝟐

𝒍𝒏(𝒙)
  

𝟓) 𝐟(𝐱) =  𝐥𝐧(𝟐 − 𝐱) + 𝐥𝐧(𝐱𝟐 − 𝟓𝐱 + 𝟔) 

𝟔) 𝐟(𝐱) =
𝐥𝐧𝐱

𝟏−𝐥𝐧𝐱
    ;       𝟕)    𝒇(𝒙) =

𝒙+𝟑

𝒙 𝒍𝒏𝒙
  ;     

𝟖)   𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝐥𝐧𝟐(𝐱)      𝟗) 𝒇(𝒙) = 𝒙 −
𝐥𝐧𝟐(𝐱)

𝒙
 

 𝟏𝟎) 𝒇(𝒙) = √𝟐 − 𝒍𝒏𝒙 ; 𝟏𝟏) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) 

Exercice 02 

Soit𝐠 une fonction définit sur ]𝟎 ; +∞[ 𝐩𝐚𝐫  

 𝐠(𝐱) = 𝐱 − 𝐥𝐧(𝐱) 

 1) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐠(𝐱) et  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐠(𝐱) 

 2) Calculer 𝐠′(𝐱) ;puis dresser le tableau des 

variations de g 

  3) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 ∶  ∀𝐱 ∈ ]𝟎; +∞[;    𝐠(𝐱) > 0 

Exercice 03 

Soit la fonction 𝒇 définie sur ]𝟎 ; +∞[ par  

 𝒇(𝒙) = 𝟑 − 𝒙 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙 

1)Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐟(𝐱) et  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱) 

2) a) Calculer f ’(x) puis déterminer les 

variations de la fonction 𝒇 sur ]𝟎 ; +∞[  

b) En déduire le tableau de variations de f 3) 

Calculer 𝒇’’(𝒙) et étudier la convexité de 𝒇 

Exercice 04 

 Soit h une fonction définie sur ]𝟎; +∞[ par :   

𝐡(𝐱) = 𝟑 (𝒍𝒏 𝒙)𝟑 + 𝒍𝒏 𝒙 − 𝟒 

1) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐡(𝐱) et  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐡(𝐱) 

2) Calculer 𝒉′ sur ]𝟎; +∞[  puis déduire que h 

est strictement croissante sur ]𝟎; +∞[    

3) Calculer 𝒉( 𝒆) et déduire que :(∀𝐱 ∈ ]𝟎; 𝒆]) 

; 𝒉(𝐱) ≤ 𝟎 et(∀𝐱 ∈ [𝒆; +∞[); 𝒉(𝐱) ≥ 𝟎 

Exercice 05 

Soit la fonction 𝐟 définie sur ]−𝟐 ; 𝟏[ par  

𝐟(𝐱) = 𝐥𝐧 (
𝐱 + 𝟐

𝟏 − 𝐱
) 

 1) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→−𝟐+

𝐟(𝐱)   et 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟏−

𝐟(𝐱)  

2)a) Calculer f ’(x) sur ]−𝟐 ; 𝟏[ 

     b) Déterminer le sens de variation de la 

fonction 𝐟  

Exercice 06 

Soit  𝒈 une fonction définit sur ]𝟎 ; +∞[ par  

 𝒈(𝒙) = 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) −

𝟏

𝒙 + 𝟏
 

1)Calculer  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙)   𝒆𝒕  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

2)Montrer que  𝒈′(𝒙) =
−𝟏

𝒙(𝒙+𝟏)𝟐
  𝐬𝐮𝐫 ]𝟎; +∞[; 

3) Dresser son tableau de variation de g  

4) 𝑴𝒐𝒏𝒕𝒓𝒆𝒓 𝒒𝒖𝒆 ∶  ∀𝒙 ∈   [𝟎; +∞[;    𝒈(𝒙) > 𝟎 

Exercice 07 

Soit 𝒇 la fonction numérique définit sur 

[𝟎, +∞[  par  {
𝒇(𝒙) = 𝒙𝟒(𝐥𝐧𝒙 − 𝟏)𝟐 ;  𝒙 > 𝟎

𝒇(𝟎) = 𝟎                                     
 

1) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  

2) a) Montrer que  

 𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙𝟑(𝐥𝐧 𝒙 − 𝟏)(𝟐 𝐥𝐧 𝒙 − 𝟏) pour tout 

𝒙 de l’intervalle ]𝟎, +∞[ 

b) Dresser le tableau de variation de 𝒇 

Exercice 08 

 Déterminer les primitives des fonctions : 

  𝒂) 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟓

𝟏 + 𝒙𝟔
  ;  𝑰 = ℝ    

𝒃) 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝒍𝒏(𝒙)
 ;   𝑰 = ]𝟎; 𝟏[  
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Exercice 01 

Calculer f’(x) dans chaque cas : 

𝟏) 𝒇(𝒙) = 𝟑 − 𝒙 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙 ;  𝟐) 𝒇(𝒙) =
𝟐

𝒙
+ 𝒍𝒏(𝒙) 

𝟑) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 𝐥𝐧 𝒙   ;  𝟒) 𝒇(𝒙) =
𝟐

𝒍𝒏(𝒙)
  

𝟓) 𝐟(𝐱) =  𝐥𝐧(𝟐 − 𝐱) + 𝐥𝐧(𝐱𝟐 − 𝟓𝐱 + 𝟔) 

𝟔) 𝐟(𝐱) =
𝐥𝐧𝐱

𝟏−𝐥𝐧𝐱
    ;       𝟕)    𝒇(𝒙) =

𝒙+𝟑

𝒙 𝒍𝒏𝒙
  ;     

𝟖)   𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝐥𝐧𝟐(𝐱)      𝟗) 𝒇(𝒙) = 𝒙 −
𝐥𝐧𝟐(𝐱)

𝒙
 

 𝟏𝟎) 𝒇(𝒙) = √𝟐 − 𝒍𝒏𝒙 ; 𝟏𝟏) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) 

Solution 

Calculer f’(x) dans chaque cas : 

𝟏) 𝒇(𝒙) = 𝟑 − 𝒙 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙  

𝒇′(𝒙) = (𝟑 − 𝒙 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙 )′ 

          = 𝟎 − 𝟏 + 𝟐 ×
𝟏

𝒙
 

          = −𝟏 +
𝟐

𝒙
 

        =
𝟐 − 𝒙

𝒙
 

 𝟐) 𝒇(𝒙) =
𝟐

𝒙
+ 𝒍𝒏(𝒙) 

𝒇′(𝒙) = (
𝟐

𝒙
+ 𝒍𝒏(𝒙)  )′ = 𝟐 ×

−𝟏

𝒙𝟐
+

𝟏

𝒙
 

          =
−𝟐

𝒙𝟐
+

𝟏

𝒙
=

−𝟐

𝒙𝟐
+

𝒙

𝒙𝟐
 

        =
𝒙 − 𝟐

𝒙𝟐
 

𝟑) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 𝐥𝐧 𝒙    

𝒇′(𝒙) = (𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 𝐥𝐧 𝒙  )′ 

= 𝟐𝒙 + 𝟐𝒙′𝒍𝒏(𝒙) + 𝟐𝒙𝒍𝒏′𝒙 

= 𝟐𝒙 + 𝟐𝒍𝒏(𝒙) + 𝟐𝒙 ×
𝟏

𝒙
 

= 𝟐𝒙 + 𝟐𝒍𝒏(𝒙) + 𝟐 

 𝟒) 𝒇(𝒙) =
𝟐

𝒍𝒏(𝒙)
  

𝒇′(𝒙) = (
𝟐

𝒍𝒏(𝒙)
 )′ = 𝟐 ×

−𝐥𝐧′(𝐱)

𝒍𝒏𝟐(𝒙)
 

= −𝟐 ×

𝟏

𝒙

𝒍𝒏𝟐(𝒙)
=

−𝟐

𝒙𝒍𝒏𝟐(𝒙)
 

 

𝟓) 𝐟(𝐱) =  𝐥𝐧(𝟐 − 𝐱) + 𝐥𝐧(𝐱𝟐 − 𝟓𝐱 + 𝟔) 

𝒇′(𝒙) = (𝒍𝒏(𝟐 − 𝐱) + 𝐥𝐧(𝐱𝟐 − 𝟓𝐱 + 𝟔)  )′ 

=
(𝟐 − 𝐱)′

(𝟐 − 𝐱)
=

𝟎 − 𝟏

𝟐 − 𝐱
=

−𝟏

𝟐 − 𝐱
=

𝟏

𝐱 − 𝟐
 

𝟔) 𝐟(𝐱) =
𝐥𝐧𝐱

𝟏−𝐥𝐧𝐱
        

𝒇′(𝒙) = (
𝐥𝐧𝐱

𝟏 − 𝐥𝐧𝐱
 )′ 

=
𝐥𝐧′𝐱(𝟏 − 𝐥𝐧𝐱) − 𝐥𝐧𝐱(𝟏 − 𝐥𝐧𝐱)′

(𝟏 − 𝐥𝐧𝐱)𝟐
 

=

𝟏

𝒙
(𝟏 − 𝐥𝐧𝐱) − 𝐥𝐧𝐱 ×

𝟏

𝒙

(𝟏 − 𝐥𝐧𝐱)𝟐
 

=
(𝟏 − 𝐥𝐧𝐱) − 𝐥𝐧𝐱

𝒙(𝟏 − 𝐥𝐧𝐱)𝟐
=

𝟏 − 𝟐𝐥𝐧𝐱

𝒙(𝟏 − 𝐥𝐧𝐱)𝟐
 

 𝟕)    𝒇(𝒙) =
𝒙+𝟑

𝒙 𝒍𝒏𝒙
   

𝒇′(𝒙) = (
𝒙 + 𝟑

𝒙 𝒍𝒏𝒙
 )′ 

=
(𝐱 + 𝟑)′(𝐱𝐥𝐧𝐱) − (𝐱 + 𝟑)(𝐱𝐥𝐧𝐱)′

(𝐱𝐥𝐧𝐱)𝟐
 

=
𝒙𝒍𝒏𝒙 − (𝐱 + 𝟑) (𝐱′𝐥𝐧𝐱 + 𝐱 ×

𝟏

𝒙
)

(𝐱𝐥𝐧𝐱)𝟐
 

=
𝒙𝒍𝒏𝒙 − (𝐱 + 𝟑)(𝐥𝐧𝐱 + 𝟏)

(𝐱𝐥𝐧𝐱)𝟐
 

=
𝒙𝒍𝒏𝒙 − (𝐱𝐥𝐧𝐱 + 𝐱 + 𝟑𝐥𝐧𝐱 + 𝟑)

(𝐱𝐥𝐧𝐱)𝟐
 

=
−(𝐱 + 𝟑𝐥𝐧𝐱 + 𝟑)

(𝐱𝐥𝐧𝐱)𝟐
 

𝟖)   𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝐥𝐧𝟐(𝐱)    

𝒇′(𝒙) = (𝟐𝒙 − 𝐥𝐧𝟐(𝐱)  )′ = 𝟐 − 𝟐𝒍𝒏′(𝒙)𝐥𝐧𝟏(𝐱) 

= 𝟐 −
𝟐𝒍𝒏(𝒙)

𝒙
 

   𝟗) 𝒇(𝒙) = 𝒙 −
𝐥𝐧𝟐(𝐱)

𝒙
 

𝒇′(𝒙) = (𝒙 −
𝐥𝐧𝟐(𝐱)

𝒙
 )′ 

= 𝟏 −
𝐥𝐧𝟐(𝐱)′𝒙 − 𝐥𝐧𝟐(𝐱)𝒙′

𝒙
 

= 𝟏 −

𝟐𝒍𝒏(𝒙)

𝒙
× 𝒙 − 𝐥𝐧𝟐(𝐱)

𝒙
 

= 𝟏 −
𝟐𝒍𝒏(𝒙) − 𝐥𝐧𝟐(𝐱)

𝒙
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𝟏𝟎) 𝒇(𝒙) = √𝟐 − 𝒍𝒏𝒙  

Rappels :  

       [√𝒖]
′

=
𝒖′

𝟐√𝒖
       𝒆𝒕  (𝒍𝒏(𝒙))′ =

𝟏

𝒙
 

𝒇′(𝒙) = (√𝟐 − 𝒍𝒏𝒙  )′ 

=
(𝟐 − 𝒍𝒏𝒙)

′

𝟐√𝟐 − 𝒍𝒏𝒙
=

−
𝟏

𝒙

𝟐√𝟐 − 𝒍𝒏𝒙
=

−𝟏

𝟐𝒙√𝟐 − 𝒍𝒏𝒙
 

 

𝟏𝟏) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) 

Rappels :  

(𝒖𝒗)’ = 𝒖’𝒗 + 𝒖𝒗’        

𝒆𝒕       [𝐥𝐧(𝒖)]′ =
𝒖′

𝒖
       𝒆𝒕  (

𝟏

𝒙
)

′

= −
𝟏

𝒙𝟐
 

𝒇′(𝒙) = (𝒙𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
)  )′ 

Soit  𝒙 ∈ ]𝟎; +∞ [ 

𝒇′(𝐱) = 𝟏 × 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) − 𝒙 ×

𝟏

𝒙𝟐

𝟏 +
𝟏

𝒙

 

     = 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) −

𝟏

𝒙
𝐱+𝟏

𝒙

 = 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) −

𝟏

𝐱 + 𝟏
 

Exercice 02 

Soit𝐠 une fonction définit sur ]𝟎 ; +∞[ 𝐩𝐚𝐫  

 𝐠(𝐱) = 𝐱 − 𝐥𝐧(𝐱) 

 1) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐠(𝐱) et  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐠(𝐱) 

 2) Calculer 𝐠′(𝐱) ;puis dresser le tableau des 

variations de g 

  3) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 ∶  ∀𝐱 ∈ ]𝟎; +∞[;    𝐠(𝐱) > 0 

Solution 

Soit𝐠 une fonction définit sur 

]𝟎; +∞[ 𝐩𝐚𝐫  𝐠(𝐱) = 𝐱 − 𝐥𝐧(𝐱) 

  1) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐠(𝐱) et  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐠(𝐱) 

𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐠(𝐱) = 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐱 − 𝐥𝐧(𝐱) = +∞  

Car  𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐱 = 𝟎   𝐞𝐭 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐥𝐧(𝐱) = −∞  

 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐠(𝐱) =  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐱 (𝟏 −
𝐥𝐧 𝐱

𝒙
) = +∞ 

Car   𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐱 = +∞    𝐞𝐭     𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐥𝐧 𝐱

𝒙
= 𝟎 

2) Calculer 𝐠′(𝐱) ;puis dresser le tableau des 

variations de g 

g est dérivable sur ]𝟎 ; +∞[  et on a :   

𝒈′(𝒙) = 𝟏 −
𝟏

𝒙
=  

𝒙 − 𝟏

𝒙
 

Comme 𝒙 > 𝟎,  𝒈′(𝒙) est du signe de 𝒙 − 𝟏. 

On a  𝒈(𝟏) = 𝟏 − 𝐥𝐧 𝟏 = 𝟏 

x 0                                    1                                    +∞ 

𝒈′(𝒙) ⎪⎪              –                  0                    + 

𝒈(𝒙) 

    +∞                                                                        +∞ 

 

                                         1 

3) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 ∶  ∀𝐱 ∈ ]𝟎; +∞[;    𝐠(𝐱) > 0 

On en déduit que pour tout 𝒙 de ]𝟎 ; +∞[,  

on a 1 est une valeur minimale de g sur 

]𝟎 ; +∞[ 

Donc  𝒈(𝒙) = 𝒙 − 𝐥𝐧 𝒙 ≥ 𝟏 > 𝟎     

Donc∀𝐱 ∈ ]𝟎; +∞[: 𝒈(𝒙) > 𝟎  

Exercice 03 

Soit la fonction 𝒇 définie sur ]𝟎 ; +∞[ par  

 𝒇(𝒙) = 𝟑 − 𝒙 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙 

1)Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐟(𝐱) et  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱) 

2) Calculer f ’(x) puis déterminer les 

variations de la fonction 𝒇 sur ]𝟎 ; +∞[  

3) Calculer 𝒇’’(𝒙) et étudier la convexité de 𝒇 

Solution 

Soit la fonction 𝒇 définie sur ]𝟎 ; +∞[ par  

 𝒇(𝒙) = 𝟑 − 𝒙 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙 

1)Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐟(𝐱) et  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟑 − 𝒙 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙 

                   = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙 (
𝟑

𝒙
− 𝟏 + 𝟐

𝐥𝐧 𝒙

𝒙
) = −∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝟑 − 𝒙 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙 = −∞ 

2) a) Calculer f ’(x) puis déterminer les 

variations de la fonction 𝒇 sur ]𝟎 ; +∞[  

Sur ]𝟎 ; +∞[ f est dérivable et, on a : 

𝒇′(𝒙) = −𝟏 +
𝟐

𝒙
=

𝟐 − 𝒙

𝒙
 

Comme 𝒙 > 𝟎, 𝒇′(𝒙) est du signe de 𝟐 − 𝒙. 

La fonction f est donc strictement croissante 

sur ]𝟎 ; 𝟐] et str décroissante sur [𝟐 ; +∞[.  
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On dresse le tableau de variations : 

x  0                                    2                                        +∞ 

𝑓′(𝑥) ⎪⎪               +                 0                    –   

𝑓(𝑥) 

                                   1 + 2 ln 2 

 

            −∞                                                            −∞ 

➢ 𝒇(𝟐) = 𝟑 − 𝟐 + 𝟐 𝐥𝐧 𝟐 = 𝟏 + 𝟐 𝐥𝐧 𝟐 

2) Calculer 𝒇’’(𝒙) et étudier la convexité de 𝒇 

 Sur ]𝟎 ;  +∞[, on a 𝒇′ est dérivable de plus   : 

𝒇′′(𝒙) =
−𝟏 × 𝒙 − (𝟐 − 𝒙) × 𝟏

𝒙𝟐
 

               =
−𝒙 − 𝟐 + 𝒙

𝒙𝟐
 

        =
−𝟐

𝒙𝟐
< 𝟎 

On en déduit que la fonction f est concave sur 

]𝟎 ; +∞[. 

Exercice 04 

 Soit h une fonction définie sur ]𝟎; +∞[ par :   

𝐡(𝐱) = 𝟑 (𝒍𝒏 𝒙)𝟑 + 𝒍𝒏 𝒙 − 𝟒 

1) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐡(𝐱) et  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐡(𝐱) 

2) Calculer 𝒉′ sur ]𝟎; +∞[  puis déduire que h 

est strictement croissante sur ]𝟎; +∞[    

3) Calculer 𝒉( 𝒆) et déduire que :(∀𝐱 ∈ ]𝟎; 𝒆]) 

; 𝒉(𝐱) ≤ 𝟎 et(∀𝐱 ∈ [𝒆; +∞[); 𝒉(𝐱) ≥ 𝟎 

Solution 

Soit une fonction h définit sur ]𝟎; +∞[ par :  

𝐡(𝐱) = 𝟑 (𝒍𝒏 𝒙)𝟑 + 𝒍𝒏 𝒙 − 𝟒 

1) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐡(𝐱) et  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐡(𝐱) 

𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐡(𝐱) = 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝟑 (𝒍𝒏 𝒙)𝟑 + 𝒍𝒏 𝒙 − 𝟒 = −∞  

 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐡(𝐱) =  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝟑 (𝒍𝒏 𝒙)𝟑 + 𝒍𝒏 𝒙 − 𝟒 = +∞ 

1) Calculer 𝒉′ sur ]𝟎; +∞[  puis déduire que h 

est strictement croissante sur ]𝟎; +∞[   

La fonction h est dérivable sur  

]𝟎; +∞[ comme somme des fonctions 

dérivables sur ]𝟎; +∞[  

Rappel : 

( 𝐥𝐧(𝐱))′ = −
𝟏

𝐱
; (𝐮𝟐)′ = 𝟐𝒖𝒖′ 

 

 

Soit 𝒙 ∈ ]𝟎; +∞[ 

𝒉′(𝒙) = 𝟗(𝐥𝐧 𝒙)′(𝐥𝐧 𝒙)𝟐 +
𝟏

𝒙
 

            =
𝟗(𝐥𝐧 𝒙)𝟐

𝒙
+

𝟏

𝒙
> 𝟎 

D’où la fonction 𝒉 est strictement croissante 

sur ]𝟎; +∞[ 

2) Calculer 𝒉( 𝒆) puis déduire que : (∀𝐱 ∈

]𝟎; 𝒆]); 𝒉(𝐱) ≤ 𝟎 et(∀𝐱 ∈ [𝒆; +∞[); 𝒉(𝐱) ≥ 𝟎 

On a  𝒉( 𝒆) = 𝟎 

𝑺𝒐𝒊𝒕 ∶    𝒙 ∈ ]𝟎; 𝒆] 

𝒙 ∈ ]𝟎; 𝒆] ⟹   𝒙

≤ 𝒆  𝒆𝒕 𝒉 𝒆𝒔𝒕 𝒔𝒕𝒓 𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆  𝒔𝒖𝒓]𝟎; 𝒆]  

                   ⟹   𝒉(𝒙) ≤ 𝒉(𝒆)   

                   ⟹   𝒉(𝒙) ≤ 𝟎   

𝑺𝒐𝒊𝒕 ∶    𝒙 ∈ [𝒆; +∞[ 

𝒙 ∈ [𝒆; +∞[ ⟹  𝒆 ≤ 𝒙  

 𝒆𝒕 𝒉 𝒆𝒔𝒕 𝒔𝒕𝒓 𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆  𝒔𝒖𝒓[𝒆; +∞[    

                   ⟹   𝒉(𝒆) ≤ 𝒉(𝒙)   

                   ⟹  𝟎 ≤ 𝒉(𝒙) 

Exercice 05 

Soit la fonction 𝐟 définie sur ]−𝟐 ; 𝟏[ par  

𝐟(𝐱) = 𝐥𝐧 (
𝐱 + 𝟐

𝟏 − 𝐱
) 

 1) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→−𝟐+

𝐟(𝐱)   et 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟏−

𝐟(𝐱)  

2)a) Calculer f ’(x) sur ]−𝟐 ; 𝟏[ 

     b) Déterminer le sens de variation de la 

fonction 𝐟  

Solution 

Soit la fonction 𝐟 définie sur ]−𝟐 ; 𝟏[ par  

𝐟(𝐱) = 𝐥𝐧 (
𝐱 + 𝟐

𝟏 − 𝐱
) 

 1) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→−𝟐+

𝐟(𝐱)   et 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟏−

𝐟(𝐱)  

Par composition de limites, on a : 

 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−𝟐
𝒙>−𝟐

  
𝒙 + 𝟐

𝟏 − 𝒙
= 𝟎+   𝒅𝒐𝒏𝒄   𝐥𝐢𝐦

𝒙→−𝟐
𝒙>−𝟐

  𝒇(𝒙) = −∞  

Car 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐥𝐧(𝐱) = −∞ 

 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏
𝒙<𝟏

  
𝒙 + 𝟐

𝟏 − 𝒙
= +∞   𝒅𝒐𝒏𝒄   𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟏
𝒙<𝟏

  𝒇(𝒙) = +∞  

Car 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐥𝐧(𝐱) = +∞ 
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2)a) Calculer f ’(x) sur ]−𝟐 ; 𝟏[ 

   𝑺𝒐𝒊𝒕 ∶  ]−𝟐 ; 𝟏[ 

𝒖′(𝒙) =
𝟏 × (𝟏 − 𝒙) − (𝒙 + 𝟐) × (−𝟏)

(𝟏 − 𝒙)𝟐

=
𝟏 − 𝒙 + 𝒙 + 𝟐

(𝟏 − 𝒙)𝟐
=

𝟑

(𝟏 − 𝒙)𝟐
 

𝐃𝐨𝐧𝐜 : 𝒇′(𝒙) =
𝒖′(𝒙)

𝒖(𝒙)
=

𝟑

(𝟏−𝒙)𝟐

𝒖(𝒙)
 

     b) Déterminer le sens de variation de la 

fonction 𝐟  

𝒇′(𝒙) =

𝟑

(𝟏−𝒙)𝟐

𝒖(𝒙)
 

𝒖 est strictement positive sur ]−𝟐 ; 𝟏[ et 
𝟑

(𝟏−𝒙)𝟐
> 𝟎.  

Donc 𝒇′(𝒙) > 𝟎. 

Et donc la fonction f est strictement 

croissante sur ]−𝟐 ; 𝟏[. 

x    -2                                            1 

𝒇′(𝒙)  +  

𝒇(𝒙) 
                                          +∞ 

−∞ 

 

Exercice 06 

Soit  𝒈 une fonction définit sur ]𝟎 ; +∞[ par  

 𝒈(𝒙) = 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) −

𝟏

𝒙 + 𝟏
 

1)Calculer  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙)   𝒆𝒕  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

2)Montrer que  𝒈′(𝒙) =
−𝟏

𝒙(𝒙+𝟏)𝟐
  𝐬𝐮𝐫 ]𝟎; +∞[; 

3) Dresser son tableau de variation de g  

4) 𝑴𝒐𝒏𝒕𝒓𝒆𝒓 𝒒𝒖𝒆 ∶  ∀𝒙 ∈   [𝟎; +∞[;    𝒈(𝒙) > 𝟎 

Solution 

Soit  𝒈 une fonction définit sur ]𝟎 ; +∞[ par  

 𝒈(𝒙) = 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) −

𝟏

𝒙 + 𝟏
 

1)Calculer  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙)   𝒆𝒕  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) −

𝟏

𝒙 + 𝟏
= +∞ 

Car  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) = +∞   et 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎+

𝟏

𝒙+𝟏
= 𝟏 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) =  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) −

𝟏

𝒙 + 𝟏
= 𝟎 

Car 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) = 𝒍𝒏(𝟏) = 𝟎    et   

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟏

𝒙+𝟏
= 𝟎 

2) Rappels :  

[𝐥𝐧(𝒖)]′ =
𝒖′

𝒖
       𝒆𝒕  (

𝟏

𝒙
)

′

= −
𝟏

𝒙𝟐
    

     𝒆𝒕    (
𝟏

𝒖
)

′

= −
𝐮′

𝒖𝟐
    

Soit  𝒙 ∈ ]𝟎; +∞ [ 

𝒈′(𝐱) = −

𝟏

𝒙𝟐

𝟏 +
𝟏

𝒙

−
−𝟏

(𝐱 + 𝟏)𝟐
 

           = −

𝟏

𝒙𝟐

𝐱+𝟏

𝒙

+
𝟏

(𝐱 + 𝟏)𝟐
 

           = −

𝟏

𝒙

𝐱 + 𝟏
+

𝟏

(𝐱 + 𝟏)𝟐
 

           = −
𝟏

𝐱(𝐱 + 𝟏)
+

𝟏

(𝐱 + 𝟏)𝟐
 

           = −
(𝐱 + 𝟏)

𝐱(𝐱 + 𝟏)𝟐
+

𝐱

𝐱(𝐱 + 𝟏)𝟐
 

                 =
−𝒙 − 𝟏 + 𝒙

𝒙(𝒙 + 𝟏)𝟐
 

Donc ∀𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[  ∶ 𝒈′(𝒙)  =
−𝟏

𝒙(𝒙+𝟏)𝟐
 

3) Dresser son tableau de variation de g  

On a ∀𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[  ∶ 𝒈′(𝒙)  =
−𝟏

𝒙(𝒙+𝟏)𝟐
< 𝟎 

Donc la fonction g est strictement 
décroissante sur  ]𝟎, +∞[ 

0                                                              +∞ 𝒙 

                             − 𝒈′ 

 +∞ 

                                                                           0  

𝒈 

4) 𝑴𝒐𝒏𝒕𝒓𝒆𝒓 𝒒𝒖𝒆 ∶  ∀𝒙 ∈   [𝟎; +∞[;    𝒈(𝒙) > 𝟎 

On a   𝒈(]𝟎 ; +∞[) = ]  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙)  ; 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙)[ 

                                     = ]𝟎 ; +∞[ 

Donc pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[   

On a :  𝐠(𝐱) ∈ ]𝟎, +∞[   

Donc ∀𝒙 ∈  [𝟎; +∞[;    𝒈(𝒙) > 𝟎   
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Exercice 07 

Soit 𝒇 la fonction numérique définit sur 

[𝟎, +∞[  par  {
𝒇(𝒙) = 𝒙𝟒(𝐥𝐧𝒙 − 𝟏)𝟐 ;  𝒙 > 𝟎

𝒇(𝟎) = 𝟎                                     
 

1)Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  

2)a) Montrer que  

 𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙𝟑(𝐥𝐧 𝒙 − 𝟏)(𝟐 𝐥𝐧 𝒙 − 𝟏) pour tout 𝒙 

de l’intervalle ]𝟎, +∞[ 

b) Dresser le tableau de variation de 𝒇 

Solution 

Soit 𝒇 la fonction numérique définit sur 

[𝟎, +∞[  par  {
𝒇(𝒙) = 𝒙𝟒(𝐥𝐧𝒙 − 𝟏)𝟐 ;  𝒙 > 𝟎

𝒇(𝟎) = 𝟎                                     
 

1)Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙𝟒(𝐥𝐧𝒙 − 𝟏)𝟐 = +∞ 

Car 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙𝟒 = +∞ 𝒆𝒕 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝐥𝐧(𝐱) = +∞ 

2)a)Montrer 𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙𝟑(𝐥𝐧 𝒙 − 𝟏)(𝟐 𝐥𝐧 𝒙 − 𝟏)  

pour tout 𝒙 de l’intervalle ]𝟎, +∞[ 

On a la fonction f est dérivable sur ]𝟎, +∞[ car 

c’est une composée et produit des fonction 

dérivable sur ]𝟎, +∞[ 

Soit  𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[ 

 𝒇′(𝒙) = (𝒙𝟒(𝐥𝐧𝒙 − 𝟏)𝟐)′ 

= 𝟒𝒙𝟑(𝐥𝐧𝒙 − 𝟏)𝟐 + 𝟐𝒙𝟒(𝒍𝒏𝒙 − 𝟏)′(𝒍𝒏𝒙 − 𝟏) 

𝒇′(𝒙) = 𝟒𝒙𝟑(𝐥𝐧𝒙 − 𝟏)𝟐 + 𝟐𝒙𝟒 ×
𝟏

𝒙.
(𝒍𝒏𝒙 − 𝟏) 

                             = 𝟒𝒙𝟑(𝐥𝐧𝒙 − 𝟏)𝟐 + 𝟐𝒙𝟑(𝒍𝒏𝒙 − 𝟏) 

                            = 𝟐𝒙𝟑(𝐥𝐧 𝒙 − 𝟏)(𝟐 (𝐥𝐧 𝒙 − 𝟏) + 𝟏) 

                             = 𝟐𝒙𝟑(𝐥𝐧 𝒙 − 𝟏)(𝟐 𝐥𝐧 𝒙 − 𝟏) 

b) Dresser le tableau de variation de 𝒇 

Soit  𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[   donc 𝟐𝒙𝟑 > 𝟎 

𝒇′(𝒙) = 𝟎 ⇔ 𝟐𝒙𝟑(𝐥𝐧 𝒙 − 𝟏)(𝟐 𝐥𝐧 𝒙 − 𝟏) = 𝟎 

                    ⇔ 𝒍𝒏(𝒙) − 𝟏 = 𝟎  𝒐𝒖 𝟐𝒍𝒏(𝒙) − 𝟏

= 𝟎  𝒄𝒂𝒓  𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[  

                     ⇔ 𝒍𝒏(𝒙) = 𝟏  𝒐𝒖 𝒍𝒏(𝒙) =
𝟏

𝟐
 

    ⇔ 𝒙 = 𝒆  𝒐𝒖 𝒙 = 𝒆
𝟏

𝟐  ⇔ 𝒙 = 𝒆  𝒐𝒖 𝒙 = √𝒆 

 

 
Exercice 08 

 Déterminer les primitives des fonctions : 

  𝒂) 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟓

𝟏 + 𝒙𝟔
  ;  𝑰 = ℝ    

𝒃) 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝒍𝒏(𝒙)
 ;   𝑰 = ]𝟎; 𝟏[ 

Solution 

 

𝒂) 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟓

𝟏 + 𝒙𝟔
=

𝟏

𝟔
×

𝟔𝒙𝟓

𝟏 + 𝒙𝟔
𝐝𝐞 𝐭𝐲𝐩𝐞 

𝒖′

𝒖
  

 avec 𝒖(𝒙) = 𝟏 + 𝒙𝟔 → 𝒖′(𝒙) = 𝟔𝒙𝟓 

Une primitive de 
𝒖′

𝒖
 est de la forme 𝒍𝒏(|𝒖|) 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶    𝑭(𝒙) =
𝟏

𝟔
𝒍𝒏(𝟏 + 𝒙𝟔)  + 𝑪    ;   avec 

𝑪 ∈ ℝ,    

 

𝒃) 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝒍𝒏(𝒙)
=

𝟏

𝒙

𝒍𝒏(𝒙)
𝐝𝐞 𝐭𝐲𝐩𝐞 

𝒖′

𝒖
  

 avec 𝒖(𝒙) = 𝒍𝒏(𝒙) → 𝒖′(𝒙) =
𝟏

𝒙
 

Une primitive de 
𝒖′

𝒖
 est de la forme 𝒍𝒏(|𝒖|) 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶    𝑭(𝒙) = 𝒍𝒏(|𝒍𝒏(𝒙)|)  + 𝑪    
  avec 𝑪 ∈ ℝ,    
On a :  𝒙 ∈ ]𝟎 ; 𝟏[     

𝑫𝒐𝒏𝒄 𝒍𝒏𝒙 < 𝟎  𝒅𝒐𝒏𝒄 |𝐥 𝐧(𝒙)| = −𝒍𝒏 𝒙   
𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶    𝑭(𝒙) = 𝒍𝒏(−𝒍𝒏 𝒙) + 𝑪   .   

avec 𝑪 ∈ ℝ       

 

 


