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Exercice 01 

Soit la fonction 𝐟 définie sur ]𝟎 ; +∞[ par   

𝐟(𝐱) = 𝟏 − 𝐱 + 𝐥𝐧 𝐱 

1) a) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐟(𝐱) et interpréter le 

résultat géométriquement 

   b) Calculer  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱) et  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝒇(𝒙)

𝒙
, puis étudier 

la branche infinie de (𝐂𝐟) au voisinage de +∞ 

2) Étudier la position relative de (𝐂𝐟)et la 

droite : 𝒚 = −𝒙 

3) Déterminer les variations de la fonction f 

4) Étudier la convexité de la fonction 𝐟. 

5)  Tracer (𝐃)  𝐞𝐭(𝐂𝐟)  dans un repère 

orthonormé (𝐎; 𝐢⃗; 𝐣⃗) 

Exercice 02 

A) Soit𝐠 une fonction définit sur 

]𝟎; +∞[ 𝐩𝐚𝐫  𝐠(𝐱) = 𝐱 − 𝐥𝐧(𝐱) 

  1) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐠(𝐱) et  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐠(𝐱) 

  2) Calculer 𝐠′(𝐱) ;puis dresser le tableau des 

variations de g 

  3) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 ∶  ∀𝐱 ∈ ]𝟎; +∞[;    𝐠(𝐱) > 𝟎 

B)𝐟 𝐮𝐧𝐞 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐫 ]𝟎; +∞[par 

𝐟(𝐱) = 𝐥𝐧(𝐱) +
𝟏

𝐱
+

𝐥𝐧(𝐱)

𝐱
 

1) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐟(𝐱) et Interpréter le 

résultat géométrique                       

2) Calculer  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱)et étudier la branche 

infinie de(𝐂𝐟)au   voisinage de  +∞ 

3)a) Montrer que ∀𝐱 ∈ ]𝟎, +∞[  ∶ 𝐟′(𝐱) =
𝐠(𝐱)

𝐱𝟐
 

     b) Dresser le tableau de variation de f  

    c)Déterminer l’équation de la tangente (𝐓) 

au point 𝑨(𝟏 ; 𝟏) 

4) Montrer que f admet une fct réciproque 

𝐟−𝟏,définie  sur𝐉 que l’on précisera  

5) Montrer que l’équation 𝐟(𝐱) = 𝟎 admet une 

unique solution  𝛂 dans ]
𝟏

𝟐
, 𝟏[ ; (On prend  

𝐟 (
𝟏

𝟐
) = −𝟎, 𝟐 ) 

6) Tracer (𝐓)  𝐞𝐭(𝐂𝐟) et  (𝐂𝐟−𝟏)dans un repère 

orthonormé (𝐎; 𝐢⃗; 𝐣⃗) 

Exercice 03 

I)Soit g la fonction définie sur ]𝟎; +∞[ par :    

𝐠 (𝐱) = 𝟏 − 𝐱 + 𝐱 𝐈𝐧𝐱. 

1) a) Montrer que 𝐠′(𝐱) = 𝐈𝐧𝐱 ;  sur ]𝟎; +∞[. 

b) Montrer que la fonction g est décroissante 

sur ]𝟎; 𝟏]  et croissante sur [𝟏; +∞[. 

2) Calculer g (1) et en déduire que : 

 𝐠 (𝐱) ≥ 𝟎  pour tout x de ]𝟎; +∞[ . 

Ⅱ) Soit la fct f définie sur ]𝟎; +∞[ par: 

𝒇(𝒙) = 𝟑 −
𝟏

𝒙𝟐
−

𝟐𝑰𝒏𝒙

𝒙
 

1) Montrer que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇 (𝒙) = −∞ et interpréter 

géométriquement  

2) Montrer que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇 (𝒙) =  𝟑  et en déduire la 

branche infinie de la courbe (𝑪) au voisinage 

de  +∞. 

3)a) Montrer que 𝒇 ′(𝒙) =
𝟐𝒈 (𝒙)

𝒙𝟑
  sur ]𝟎; +∞[. 

b) Interpréter géométriquement le résultat 

𝒇 ′(𝟏)  = 𝟎. 

c) Montrer que la fonction f est croissante sur 

]𝟎; +∞[ 

4)Tracer ( 𝑪)dans le repère (𝑶; 𝒊; 𝒋) .  

(On prend 𝒇 (𝟎, 𝟑) = 𝟎). 

5) Soit 𝒉 la fonction définie sur ℝ∗ par :  

 𝒉(𝒙) = 𝟑 −
𝟏

𝒙𝟐
−

𝐥𝐧 (𝒙𝟐)

|𝒙|
 

a) Montrer que la fonction 𝒉 est paire et que 

𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒙) pour tout 𝒙 de ]𝟎; +∞[. 

b) Construire, dans le même repère (𝐎, 𝚤, 𝚥), la 

courbe (𝑪′) représentant la fonction 𝒉 

Exercice 04 

Soit la fonction 𝐟 définie par  𝐟(𝐱) = 𝐥𝐧 (
𝐱+𝟐

𝟏−𝐱
) 

1)a) Montrer que 𝐃𝐟 = ]−𝟐 ; 𝟏[   

b) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→−𝟐+

𝐟(𝐱) ; 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟏−

𝐟(𝐱)et interpréter 

les deux résultats géométriquement 

2)a) Montrer que f est dérivable sur ]−𝟐 ; 𝟏[ 

  b) Déterminer le sens de variation de  𝐟  

3) Montrer que l’équation 𝐟(𝐱) = 𝟎 admet une 

unique solution 𝛂 dans ]−𝟏, 𝟎[  

4) Tracer la courbe représentative de 𝐟. 
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  Exercice 05 

A) Soit 𝒈 la fonction définie sur  ]𝟎; +∞[ par  

𝒈(𝒙) = 𝟏 + 𝒙 + 𝒍𝒏𝒙 

1) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙) et 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙). 

2)a)Montrer que 𝒈 est strictement croissante 

sur ]𝟎; +∞[ 

   b)Montrer que l’équation 𝒈(𝒙) = 𝟎 admet 

une unique solution 𝜶 dans ]𝟎; +∞[  et que 
𝟏

𝟓
< 𝜶 <

𝟏

𝟐
.      (  𝑶𝒏 𝒑𝒓𝒆𝒏𝒅 𝒈 (

𝟏

𝟓
) ≅ −𝟎, 𝟒  )   

3) Déduire le signe de  𝒈(𝒙) sur ]𝟎; +∞[ 

B) Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟎; +∞[ par :  

{
𝒇(𝒙) =

𝟒 𝒙 𝒍𝒏𝒙

𝟏 + 𝒙
; 𝒙 > 𝟎

𝒇(𝟎) = 𝟎                        
 

1)a) Montrer que 𝒇 est continue à droite en 0. 

   b) Montrer que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = +∞  et  

que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝟎  , puis interpréter 

graphiquement le résultat. 

2)a)Montrer que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙)

𝒙
= +∞ , puis 

interpréter le résultat géomé 

   b) Montrer que pour tout  𝒙 ∈ ]𝟎; +∞[ :   

𝒇′(𝒙) =
𝟒𝒈(𝒙)

(𝒙+𝟏)𝟐
 

  c)  Déduire que 𝒇 est strictement croissante 

sur l’intervalle [𝜶; +∞[    et strictement 

décroissante sur l’intervalle [𝟎; 𝜶] 

d)Montrer que 𝒇(𝜶) = −𝟒𝜶 et dresser le 

tableau de variations de 𝒇 

3)a) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎; +∞[ :   

𝒇′′(𝒙) =
𝟒(𝟏 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒍𝒏𝒙)

𝒙(𝒙 + 𝟏)𝟑
 

  b) Etudier le signe de 𝟏 − 𝒙𝟐 et −𝟐𝒙𝒍𝒏𝒙 sur 

]𝟎; +∞[ et en déduire que le point d’abscisse 

1 est l’unique point d’inflexion de (𝑪𝒇). 

  c)Donner l’équation de la tangente (𝑻) à (𝑪𝒇) 

au point d’abscisse1 

 4) Tracer (𝑻) et (𝑪𝒇) dans le repère (𝑶; 𝒊; 𝒋). 

( on donne 𝜶 ≈ 𝟎. 𝟐𝟓) 

C) Soit 𝒉 la restriction de 𝒇 sur [𝜶; +∞[. 

1) Montrer que 𝒉 admet une fonction 

réciproque 𝒉−𝟏 définie 𝑱 

2)  Montrer que 𝒉−𝟏  est dérivable en 𝟎 puis 

Calculer (𝒉−𝟏)′(𝟎). 

Exercice 6 

A) Soit  𝒈 une fonction définit sur ]𝟎 ; +∞[ par  

 𝒈(𝒙) = 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) −

𝟏

𝒙 + 𝟏
 

1)Déterminer     𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙)   𝒆𝒕 Calculer

 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

2)Montrer que  𝒈′(𝒙) =
−𝟏

𝒙(𝒙+𝟏)𝟐
  𝐬𝐮𝐫 ]𝟎; +∞[; 

3) Dresser son tableau de variation 

𝐬𝐮𝐫 ]𝟎; +∞[;   

4) 𝑴𝒐𝒏𝒕𝒓𝒆𝒓 𝒒𝒖𝒆 ∶  ∀𝒙 ∈   [𝟎; +∞[;    𝒈(𝒙) > 𝟎 

B) Soit  𝒇  𝐮𝐧𝐞 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭 𝒔𝒖𝒓  [𝟎 ; +∞[  

𝒇(𝒙) = 𝒙 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) ;   𝒔𝒊 > 𝟎    𝒆𝒕  𝒇(𝟎) = 𝟎 

1) Montrer que f est continue à droite de 0 

2) Montrer que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟏 , puis 

interpréter le résultat géométriquement 

3) Etudier la dérivabilité de f en 0 à droite 

puis interpréter le résultat géométriquement 

4)a) Montrer que f est dérivable sur ∈ 

]𝟎, +∞[   et que 

  ∀𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[  ∶ 𝒇′(𝒙) = 𝒈(𝒙) 

    c) Dresser le tableau de variation de f sur  

]𝟎 ; +∞[ 

5) Etudier la convexité de la courbe (𝑪𝒇) 

6) Tracer (𝑪𝒇) dans un repère orthonormé   

(𝑶 ; 𝒊 ; 𝒋) ( unité  2 cm) 

C) Soit (𝐔𝐧) tel que : 𝐔𝟎 =
𝟏

𝒆
   et  𝐔𝐧+𝟏 = 𝒇(𝐔𝐧) 

1) Montrer que :     ∀𝒏 ∈ 𝐈𝐍    𝟎 ≤ 𝐔𝐧 ≤
𝟏

𝒆−𝟏
 

2) Montrer que la suite  (𝐔𝐧)   est croissante 

3) Déduire que (𝐔𝐧)   est convergente et 

calculer la limite de  (𝐔𝐧) 
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Solution de l’exercice 1 

Soit la fonction 𝐟 définie sur ]𝟎 ; +∞[ par   

𝐟(𝐱) = 𝟏 − 𝐱 + 𝐥𝐧 𝐱 

1) a) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐟(𝐱) et interpréter le 

résultat géométriquement 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

 𝟏 − 𝒙 + 𝐥𝐧 𝒙   = −∞ 

𝑪𝒂𝒓 ∶ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

 𝟏 − 𝒙 = 𝟏    𝒆𝒕     𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒍𝒏 𝒙 = −∞ 

Donc la droite d’équation 𝒙 = 𝟎 c-à-dire l’axe 

des abscisses est asymptotes verticale à (𝐂𝐟) 

   b) Calculer  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱) et  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝒇(𝒙)

𝒙
, puis étudier 

la branche infinie de (𝐂𝐟) au voisinage de +∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟏 − 𝒙 + 𝐥𝐧 𝒙 

                    = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙 (
𝟏

𝒙
− 𝟏 +

𝐥𝐧 𝒙

𝒙
) 

                   = −∞ 

  𝑪𝒂𝒓  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙 = +∞    𝒆𝒕  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝐥𝐧 𝒙

𝒙
= 𝟎  

 𝒆𝒕 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟏

𝒙
= 𝟎  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞

𝟏 − 𝒙 + 𝐥𝐧 𝒙

𝒙
 

                    = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙 (
𝟏

𝒙
− 𝟏 +

𝐥𝐧 𝒙

𝒙
)

𝒙
 

                    = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟏

𝒙
− 𝟏 +

𝐥𝐧 𝒙

𝒙
 

                    = −𝟏 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) − (−𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟏 − 𝒙 + 𝐥𝐧(𝒙) + 𝒙 

                               = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟏 + 𝐥𝐧(𝒙) 

                               = +∞ 

Donc la courbe (𝐂𝐟) admet une branche 

parabolique suivant la droite (∆) d’équation 

𝒚 = −𝒙 au voisinage de +∞ 

2) Étudier la position relative de (𝐂𝐟)et la 

droite : (∆): 𝒚 = −𝒙 

𝒇(𝒙) − (−𝒙) = 𝟏 − 𝒙 + 𝐥𝐧(𝒙) + 𝒙 

                              = 𝟏 + 𝐥𝐧(𝒙) 

Cherchons le signe de  𝟏 + 𝐥𝐧(𝒙) sur ]𝟎 ; +∞[ 

𝟏 + 𝐥𝐧(𝒙) = 𝟎 ⟺ 𝐥𝐧(𝒙) = −𝟏 

                                ⟺ 𝒙 = 𝒆−𝟏  ⟺ 𝒙 =
𝟏

𝒆
 

 
3) Déterminer les variations de la fonction f 

 Sur ]𝟎 ;  +∞[ f est dérivable et, on a :  

𝒇′(𝒙) = −𝟏 +
𝟏

𝒙
=

𝟏 − 𝒙

𝒙
 

Comme 𝒙 > 𝟎, 𝒇′(𝒙) est du signe de 𝟏 − 𝒙 

La fonction f est donc strictement croissante 

sur ]𝟎 ; 𝟏] et strictement décroissante sur 

[𝟏 ; +∞[.  

On dresse le tableau de variations : 
x  0                                      1                                      +∞ 

𝑓′(𝑥) ⎪⎪               +                  0                    –   

𝑓(𝑥) 

                                          0 

 

            −∞                                                            −∞ 

➢ 𝒇(𝟐) = 𝟏 − 𝟏 + 𝒍𝒏𝟏 = 𝟎 

4) Étudier la convexité de la fonction 𝐟. 

 Sur ]𝟎 ; +∞[, on a 𝒇′ est dérivable de plus   : 

𝒇′′(𝒙) =
−𝟏 × 𝒙 − (𝟏 − 𝒙) × 𝟏

𝒙𝟐
 

              =
−𝒙 − 𝟏 + 𝒙

𝒙𝟐
=

−𝟏

𝒙𝟐
< 𝟎 

On en déduit que (𝐂𝐟) la courbe de f est 

concave sur ]𝟎 ; +∞[. 

 5)  Tracer (𝐃)  𝐞𝐭(𝐂𝐟)  le repère (𝐎; 𝐢⃗; 𝐣⃗) 
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Solution de l’exercice 2 

A) Soit 𝐠 une fonction définit sur 

]𝟎; +∞[ 𝐩𝐚𝐫  𝐠(𝐱) = 𝐱 − 𝐥𝐧(𝐱) 

  1) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐠(𝐱) et  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐠(𝐱) 

𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐠(𝐱) = 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐱 − 𝐥𝐧(𝐱) = +∞  

Car  𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐱 = 𝟎   𝐞𝐭 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐥𝐧(𝐱) = −∞  

 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐠(𝐱) =  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐱 (𝟏 −
𝐥𝐧 𝐱

𝒙
) = +∞ 

Car   𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐱 = +∞    𝐞𝐭     𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐥𝐧 𝐱

𝒙
= 𝟎 

  2) Calculer 𝐠′(𝐱) ;puis dresser le tableau des 

variations de g 

g est dérivable sur ]𝟎 ; +∞[  et on a :   

𝒈′(𝒙) = 𝟏 −
𝟏

𝒙
=  

𝒙 − 𝟏

𝒙
 

Comme 𝒙 > 𝟎,  𝒈′(𝒙) est du signe de 𝒙 − 𝟏. 

On a  𝒈(𝟏) = 𝟏 − 𝐥𝐧 𝟏 = 𝟏 

x 0                                1                               +∞ 

𝒈′(𝒙) ⎪⎪              –            0                    + 

𝒈(𝒙) 

    +∞                                                        +∞ 

 

                                 1 

3) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 ∶  ∀𝐱 ∈ ]𝟎; +∞[;    𝐠(𝐱) > 0 

On en déduit que pour tout 𝒙 de ]𝟎 ; +∞[,  

on a 1 est une valeur minimale de g sur 

]𝟎 ; +∞[ 

Donc  𝒈(𝒙) = 𝒙 − 𝐥𝐧 𝒙 ≥ 𝟏 > 𝟎     

donc 𝒈(𝒙) > 𝟎  

B) 𝐟 𝐮𝐧𝐞 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐫 ]𝟎; +∞[ ; 

par 𝐟(𝐱) = 𝐥𝐧(𝐱) +
𝟏

𝐱
+

𝐥𝐧(𝐱)

𝐱
 

1) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐟(𝐱) et Interpréter le 

résultat géométrique  

𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐟(𝐱) = 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐥𝐧(𝐱) +
𝟏

𝐱
+

𝐥𝐧(𝐱)

𝐱
 

                   = 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐱 𝐥𝐧(𝐱) + 𝟏 + 𝐥𝐧(𝐱)

𝐱
 = −∞ 

Car :  𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐱 𝐥𝐧(𝐱) = 𝟎     𝒆𝒕 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐥𝐧(𝐱)

𝐱
= −∞  

Donc la droite d’équation 𝒙 = 𝟎 c-à-dire l’axe 

des abscisses est asymptotes verticale à (𝐂𝐟) 

2) Calculer  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱)et étudier la branche 

infinie de(𝐂𝐟)au   voisinage de  +∞ 

 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱) =  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐥𝐧(𝐱) +
𝟏

𝐱
+

𝐥𝐧(𝐱)

𝐱
= +∞ 

Car  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐥𝐧(𝐱) = +∞  et  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝟏

𝐱
= 𝟎  et 

 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐥𝐧(𝐱)

𝐱
= 𝟎 

 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱)

𝒙
=  𝐥𝐢𝐦

𝐱→+∞

𝐥𝐧(𝐱) +
𝟏

𝐱
+

𝐥𝐧(𝐱)

𝐱

𝒙
 

                    =  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐥𝐧(𝐱)

𝒙
+

𝟏

𝐱𝟐
+

𝐥𝐧(𝐱)

𝐱𝟐
 

                    = 𝟎 

𝑪𝒂𝒓 ∶   𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐥𝐧(𝐱)

𝒙
= 𝟎  𝒆𝒕   𝐥𝐢𝐦

𝐱→+∞

𝟏

𝐱𝟐

= 𝟎   𝒆𝒕    𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐥𝐧(𝐱)

𝐱𝟐
= 𝟎 

Donc la courbe (𝐂𝐟) admet une branche 

parabolique suivant l’axe des abscisses au 

voisinage de +∞ 

3)a) Montrer que ∀𝐱 ∈ ]𝟎, +∞[  ∶ 𝐟′(𝐱) =
𝐠(𝐱)

𝐱𝟐
 

La fonction f est dérivable sur ]𝟎, +∞[ comme 

somme des fonctions dérivable sur ]𝟎, +∞[ 

𝑹𝒂𝒑𝒑𝒆𝒍 ∶     (𝐥𝐧 𝐱)′ =
𝟏

𝐱
  ;   (

𝟏

𝐱
)

′

= −
𝟏

𝐱𝟐
      ;   (

𝐮

𝐯
)

′

=
𝐮′𝐯 − 𝐮𝐯′

𝐯𝟐
 

𝐟′(𝐱) =
𝟏

𝐱
−

𝟏

𝐱𝟐
+

𝟏

𝐱
× 𝒙 − 𝒍𝒏(𝒙) × 𝟏

𝐱𝟐
 

𝐟′(𝐱) =
𝐱

𝐱𝟐
−

𝟏

𝐱𝟐
+

𝟏 − 𝒍𝒏(𝒙)

𝐱𝟐
 

         =
𝐱 − 𝟏 + 𝟏 − 𝐥𝐧(𝐱)

𝐱𝟐
 

         =
𝐱 − 𝐥𝐧(𝐱)

𝐱𝟐
    

         =
𝐠(𝐱)

𝐱𝟐
 

     b) Dresser le tableau de variation de f  

𝐎𝐧 𝐚 ∶  ∀𝐱 ∈ ]𝟎, +∞[  ∶ 𝐟′(𝐱) =
𝐠(𝐱)

𝐱𝟐
    𝒆𝒕  ∀𝐱

∈ ]𝟎, +∞[  ∶ 𝐠(𝐱) > 𝟎 

Donc la fonction f est strictement croissante 

sur  ]𝟎, +∞[ 
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µ On dresse le tableau de variations de f  

 
c)Déterminer l’équation de la tangente (𝐓) au 

point A(1 ;1) 

 (𝐓): 𝒚 = 𝒇′(𝟏)(𝒙 − 𝟏) + 𝒇(𝟏) 

           𝒚 = 𝟏 × (𝒙 − 𝟏) + 𝟏 

          (𝐓): 𝒚 = 𝒙 

4) Montrer que f admet une fct réciproque 

𝐟−𝟏,définie  sur𝐉 que l’on précisera 

➢ f est dérivable sur ]𝟎, +∞[ donc elle est 

continue sur ]𝟎, +∞[ 

➢ La fonction f est strictement croissante sur 

]𝟎, +∞[ 

Donc f admet une fct réciproque 𝐟−𝟏,définie 

sur 𝐉 = 𝐟(]𝟎, +∞[) 

   = ] 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐟(𝐱) ,  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝒇(𝒙)[  = ]−∞, +∞[ 

5) Montrer que l’équation 𝐟(𝐱) = 𝟎 admet une 

unique solution 𝛂 dans ]
𝟏

𝟐
, 𝟏[ ; (On prend  

𝐟 (
𝟏

𝟐
) = −𝟎, 𝟐 ) 

➢ La fonction f est continue sur ]𝟎, +∞[ en 

particulier [
𝟏

𝟐
, 𝟏] 

➢ La fonction f est strictement croissante sur 

]𝟎, +∞[ on particulier sur ]
𝟏

𝟐
, 𝟏[ 

➢ Et on a    𝒇(𝟏) = 𝟏 𝒆𝒕  𝐟 (
𝟏

𝟐
) = −𝟎, 𝟐    

➢ D𝐨𝐧𝐜 𝐟(𝟏) ×  𝐟 (
𝟏

𝟐
) < 𝟎  

Donc l’équation 𝐟(𝐱) = 𝟎 admet une unique 

solution 𝛂 dans ]
𝟏

𝟐
, 𝟏[ 

6) Tracer (𝐓)  𝐞𝐭 (𝐂𝐟) et  (𝐂𝐟−𝟏)dans un repère 

orthonormé (𝐎; 𝐢⃗; 𝐣⃗) 

On a (𝐂𝐟) et  (𝐂𝐟−𝟏) sont symétrique par 

rapport à la droite  (𝐓): 𝒚 = 𝒙 

La droite d’équation 𝒙 = 𝟎  est asymptotes 

verticale à (𝐂𝐟) La droite d’équation 𝒚 = 𝟎  est 

asymptotes horizontale à (𝐂𝐟−𝟏) 

La courbe (𝐂𝐟) admet une branche 

parabolique suivant l’axe des abscisses au 

voisinage de +∞    

Doncla courbe (𝐂𝐟−𝟏) admet une branche 

parabolique suivant l’axe des ordonnées  au 

voisinage de +∞ 

 
Solution de l’exercice 3 

I)Soit g la fonction définie sur ]𝟎; +∞[ par :    

𝐠 (𝐱) = 𝟏 − 𝐱 + 𝐱 𝐈𝐧𝐱. 

1) a) Montrer que 𝐠′(𝐱) = 𝐈𝐧𝐱 ;  sur ]𝟎; +∞[ 
𝒈′(𝒙) = (𝟏 − 𝒙 + 𝒙𝐥𝐧 𝒙)′ = −𝟏 + 𝒙′𝐥𝐧 𝒙 + 𝒙(𝐥𝐧 𝒙)′

 = −𝟏 + 𝐥𝐧 𝒙 + 𝒙 ×
𝟏

𝒙
= −𝟏 + 𝐥𝐧 𝒙 + 𝟏 = 𝐥𝐧 𝒙

 

Donc : ∀𝒙 ∈]𝟎; +∞[; 𝒈′(𝒙) = 𝐥𝐧 𝒙 

b) Montrons que 𝒈 est décroissante sur ]𝟎; 𝟏] 

et croissante sur [𝟏; +∞[.  

Le signe de 𝒈′(𝒙) c'est le signe de 𝐥 𝐧 𝒙, et 

puisque ∀𝒙 ∈]𝟎 ; 𝟏] ;  𝐥𝐧 𝒙 ≤ 𝟎 ;  

 Alors ∀𝒙 ∈]𝟎; 𝟏]; 𝒈′(𝒙) ≤ 𝟎 

Donc 𝒈 est décroissante sur ]𝟎; 𝟏 ] 

et puisque ∀𝒙 ∈ [𝟏; +∞[;  𝐥𝐧 𝒙 ≥ 𝟎;   

Alors ∀𝒙 ∈ [𝟏; +∞[; 𝒈′(𝒙) ≥ 𝟎 

Donc 𝒈 croissante sur [𝟏; +∞[. 

2 - Calculons 𝒈(𝟏) et déduisons que 𝒈(𝒙) ≥ 𝟎 

pour tout 𝒙 de ]𝟎; +∞[.  

𝒈(𝟏) = 𝟏 − 𝟏 + 𝟏 × 𝐥𝐧 𝟏 = 𝟏 − 𝟏 + 𝟏 × 𝟎 = 𝟎 

et puisque 𝒈 admet un minimum au 1 ;  

Alors ∀𝒙 ∈]𝟎; +∞[;  𝒈(𝒙) ≥ 𝒈(𝟏) 

Donc : ∀𝒙 ∈]𝟎; +∞[;  𝒈(𝒙) ≥ 𝟎. 
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Ⅱ) Soit la fct f définie sur ]𝟎; +∞[ par: 

𝒇(𝒙) = 𝟑 −
𝟏

𝒙𝟐
−

𝟐𝑰𝒏𝒙

𝒙
 

1) Montrer que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇 (𝒙) = −∞ et interpréter 

géométriquement  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

 𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

 𝟑 −
𝟏

𝒙𝟐
−

𝟐𝐥𝐧 𝒙

𝒙

 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

 
𝟑𝒙𝟐 − 𝟏 − 𝟐𝒙𝐥𝐧 𝒙

𝒙𝟐
= −∞

 

( Car : 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏 = −𝟏 et 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

 𝒙𝐥𝐧 𝒙 = 𝟎 

Et 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

 

𝟏

𝒙𝟐
= +∞  

Interprétation géométrique : 

la droite d'équation 𝒙 = 𝟎 est asymptote 

verticale à la courbe (𝑪). 

2 - Montrons que 𝐥𝐢𝐦𝒙→+∞  𝒇(𝒙) = 𝟑 et 

déduisons la branche infinie de la courbe (𝑪) 

au voisinage de +∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 𝟑 −
𝟏

𝒙𝟐
−

𝟐𝐥𝐧 𝒙

𝒙
= 𝟑 

( Car: 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 
𝟏

𝒙𝟐
= 𝟎  et  𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞
 
𝐥𝐧 𝒙

𝒙
= 𝟎 ) 

Interprétation géométrique : 

la droite d'équation 𝒚 = 𝟑 est asymptote 

horizontale à la courbe (𝑪) au voisinage de 

+∞ 

3 - a) Montrons que 𝒇′(𝒙) =
𝟐𝒈(𝒙)

𝒙𝟑
 pour tout 𝒙 

de ]𝟎; +∞[. 

𝒇′(𝒙) = (𝟑 −
𝟏

𝒙𝟐
−

𝟐𝐥𝐧 𝒙

𝒙
)

′

 =
𝟐𝒙

𝒙𝟒
− 𝟐

(𝐥𝐧 𝒙)′𝒙 − (𝐥𝐧 𝒙)𝒙′

𝒙𝟐

 =
𝟐

𝒙𝟑
− 𝟐

(𝟏 − 𝐥𝐧 𝒙)

𝒙𝟐

 =
𝟐

𝒙𝟑
−

𝟐 − 𝟐𝐥𝐧 𝒙

𝒙𝟐

 =
𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐𝒙𝐥𝐧 𝒙

𝒙𝟑

 =
𝟐(𝟏 − 𝒙 + 𝒙𝐥𝐧 𝒙)

𝒙𝟑

 =
𝟐𝒈(𝒙)

𝒙𝟑

 

b) Interprétation géométrique du résultat 

𝒇′(𝟏) = 𝟎. 

On a 𝒇′(𝟏) =
𝟐𝒈(𝟏)

𝟏
= 𝟎 et comme 𝒇(𝟏) = 𝟐, 

Donc: (𝑪𝒇) admet une tangente horizontale 

(𝑻) au point (𝟏, 𝟐). 

c) Montrons que la fonction 𝒇 est croissante 

sur ]𝟎; +∞[. 

On a : ∀𝒙 ∈]𝟎; +∞ [; 𝒇′(𝒙) =
𝟐𝒈(𝒙)

𝒙𝟑
. 

Soit 𝒙 de ]𝟎; +∞[ , on a 𝒙𝟑 > 𝟎. 

et d'après la question 2) partie I ,  

On a : ∀𝒙 ∈]𝟎; +∞[;  𝒈(𝒙) ≥ 𝟎. 

Donc ∀𝒙 ∈]𝟎; +∞[; 𝒇′(𝒙) ≥ 𝟎. 

Donc : la fonction 𝒇 est croissante sur ]𝟎; +∞[. 

4 - Construisons, dans le repère (𝐎, 𝚤, 𝚥), la 

courbe (𝑪).(On prendra 𝒇(𝟎, 𝟑) = 𝟎) 

 
6 - Soit 𝒉 la fonction numérique définie sur 

ℝ∗ par : 𝒉(𝒙) = 𝟑 −
𝟏

𝒙𝟐
−

𝐥𝐧 (𝒙𝟐)

|𝒙|
. 

a) Montrons que la fonction 𝒉 est paire et que 

𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒙) pour tout 𝒙 de ]𝟎; +∞[. 

Montrons que la fonction 𝒉 est paire : 

On a 𝑫𝒉 = ℝ∗,  

Donc pour tout 𝒙 de ℝ∗, on a −𝒙 ∈ ℝ∗. 

Soit 𝒙 de ℝ∗. On a : 

𝒉(−𝒙) = 𝟑 −
𝟏

(−𝒙)𝟐
−

𝐥𝐧 ((−𝒙)𝟐)

| − 𝒙|

 = 𝟑 −
𝟏

𝒙𝟐
−

𝐥𝐧 (𝒙𝟐)

|𝒙|

 = 𝒉(𝒙)

 

Alors 𝒉(−𝒙) = 𝒉(𝒙) pour tout 𝒙 de 𝑫𝒉. Donc la 

fonction 𝒉 est paire 
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Montrons que 𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒙) pour tout 𝒙 de 

]𝟎; +∞[ : 

Soit 𝒙 de ]𝟎; +∞[, on a : 

𝒉(𝒙) = 𝟑 −
𝟏

𝒙𝟐
−

𝐥𝐧 (𝒙𝟐)

|𝒙|

 = 𝟑 −
𝟏

𝒙𝟐
−

𝟐𝐥𝐧 (𝒙)

𝒙
 = 𝒇(𝒙)

 

Car : ∀𝒙 ∈]𝟎; +∞[; |𝒙| = 𝒙 et 𝐥𝐧 (𝒙𝟐) = 𝟐𝐥𝐧 (𝒙). 

Donc 𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒙) pour tout 𝒙 de ]𝟎; +∞[ 

b) Construisons, dans le même repère (𝐎, 𝚤, 𝚥), 

la courbe (𝑪′) représentant la fonction 𝒉.  

On a : 𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒙) pour tout 𝒙 de ]𝟎; +∞[ , 

Donc la courbe (𝑪′) c'est la courbe (𝑪) sur 

]𝟎; +∞[.  

Et on a la fonction 𝒉 est paire, alors sa courbe 

est symétrique par rapport a l'axe des 

ordonnées . (voir le figure) 

Solution de l’exercice 4 

Soit la fonction 𝐟 définie par  𝐟(𝐱) = 𝐥𝐧 (
𝐱+𝟐

𝟏−𝐱
) 

1)a) Montrer que 𝐃𝐟 = ]−𝟐 ; 𝟏[   

      𝒙 ∈ 𝑫𝒇 ⟺
𝒙+𝟐

𝟏−𝒙
> 𝟎   

On dresse le tableau de signe de  
𝒙+𝟐

𝟏−𝒙
 

 
Donc 𝑫𝒇 = ]−𝟐 ; 𝟏[ 

b) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→−𝟐+

𝐟(𝐱) ; 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟏−

𝐟(𝐱)et interpréter 

les deux résultats géométriquement 

 Par composition de limites, on a : 

 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−𝟐
𝒙>−𝟐

  
𝒙 + 𝟐

𝟏 − 𝒙
= 𝟎+   𝒅𝒐𝒏𝒄   𝐥𝐢𝐦

𝒙→−𝟐
𝒙>−𝟐

  𝒇(𝒙) = −∞  

Car 𝐥𝐢𝐦
𝟎+

 𝒍𝒏(𝒙) = −∞ 

 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏
𝒙<𝟏

  
𝒙 + 𝟐

𝟏 − 𝒙
= +∞   𝒅𝒐𝒏𝒄   𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟏
𝒙<𝟏

  𝒇(𝒙) = +∞ 

La courbe de fonction 𝒇 admet deux 

asymptotes verticales d’équations : 𝒙 = −𝟐 et 

𝒙 = 𝟏. 

2)a) Montrer que f est dérivable sur ]−𝟐 ; 𝟏[ 

La fonction 𝒖: 𝒙 ⟼
𝒙+𝟐

𝟏−𝒙
 est dérivable et 

strictement positive sur ]−𝟐 ; 𝟏[  

Donc la fonction f est dérivable sur  ]−𝟐 ; 𝟏[ 

  b) Déterminer le sens de variation de  𝐟 

     𝑺𝒐𝒊𝒕 ∶  ]−𝟐 ; 𝟏[ 

𝒖′(𝒙) =
𝟏 × (𝟏 − 𝒙) − (𝒙 + 𝟐) × (−𝟏)

(𝟏 − 𝒙)𝟐

=
𝟏 − 𝒙 + 𝒙 + 𝟐

(𝟏 − 𝒙)𝟐
=

𝟑

(𝟏 − 𝒙)𝟐
 

Donc :𝒇′(𝒙) =
𝒖′(𝒙)

𝒖(𝒙)
=

𝟑

(𝟏−𝒙)𝟐

𝒖(𝒙)
 

𝒖 est strictement positive sur ]−𝟐 ; 𝟏[ et 
𝟑

(𝟏−𝒙)𝟐
> 𝟎. donc 𝒇′(𝒙) > 𝟎. 

Et donc la fonction f est strictement 

croissante sur ]−𝟐 ; 𝟏[. 

x    -2                                                 1 

𝒇′(𝒙)  +  

𝒇(𝒙) 
                                          +∞ 

−∞ 

 

3) Montrer que l’équation 𝐟(𝐱) = 𝟎 admet une 

unique solution 𝛂 dans ]−𝟏, 𝟎[  

➢ La fonction f est continue sur ]−𝟐 ; 𝟏[ en 

particulier [−𝟏, 𝟎] 

➢ La fonction f est strictement croissante 

sur]−𝟐 ; 𝟏[ on particulier sur ]−𝟏, 𝟎[ 

➢ Et on a    𝒇(−𝟏) = −𝒍𝒏 𝟐  𝒆𝒕  𝐟(𝟎) =

𝐥𝐧𝟐   𝐝𝐨𝐧𝐜 𝐟(−𝟏) ×  𝐟(𝟎) < 𝟎  

Donc l’équation 𝐟(𝐱) = 𝟎 admet une unique 

solution 𝛂 dans ]−𝟏, 𝟎[ 

4) Tracer sa courbe représentative de 𝒇. 
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Solution de l’exercice 5 

A)Soit 𝒈 la fonction définie sur  ]𝟎; +∞[ par  

𝒈(𝒙) = 𝟏 + 𝒙 + 𝒍𝒏𝒙 

1) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙) et 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙). 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙) =  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝟏 + 𝒙 + 𝒍𝒏𝒙 = −∞ 

𝑪𝒂𝒓 ∶   𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝟏 + 𝒙 = 𝟎  𝒆𝒕   𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒍𝒏𝒙 = −∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟏 + 𝒙 + 𝒍𝒏𝒙 = +∞ 

𝑪𝒂𝒓 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟏 + 𝒙 = +∞    𝒆𝒕  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒍𝒏𝒙 = +∞ 

2)a)Montrer que 𝒈 est strictement croissante 

sur ]𝟎; +∞[ 

g est dérivable sur  ]𝟎; +∞[ comme somme de 

deux fonctions dérivables sur ]𝟎; +∞[ et on a ;  

𝒈′(𝒙) = 𝟏 +
𝟏

𝒙
> 𝟎 

𝒈 est strictement croissante sur ]𝟎; +∞[ 

   b)Montrer que l’équation 𝒈(𝒙) = 𝟎 admet 

une unique solution 𝜶 dans ]𝟎; +∞[  et que 

 
𝟏

𝟓
< 𝜶 <

𝟏

𝟐
.    (  𝑶𝒏 𝒅𝒐𝒏𝒏𝒆  𝒈 (

𝟏

𝟓
) ≅ −𝟎, 𝟒  )   

On a g est dérivable sur  ]𝟎; +∞[ donc elle est 

continue sur ]𝟎; +∞[ 

Et on a 𝒈 est strictement croissante sur 

]𝟎; +∞[ 

De plus  𝒈(]𝟎 ; +∞[) = ] 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙)  ; 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙)[ 

= ]−∞; +∞[ 

Donc  𝟎 ∈ 𝒈(]𝟎; +∞[) 

D’où l’équation 𝒈(𝒙) = 𝟎 admet une unique 

solution 𝜶 ∈ ]𝟎; +∞[   

Vérifions que  
𝟏

𝟓
< 𝜶 <

𝟏

𝟐
 

On a g est continue sur [
𝟏

𝟓
;  

𝟏

𝟐
] 

Et g est strictement croissante sur [
𝟏

𝟓
;  

𝟏

𝟐
] 

𝑬𝑻: 𝒈 (
𝟏

𝟓
) = −𝟎, 𝟒   𝒆𝒕  𝒈 (

𝟏

𝟐
) = 𝟏 +

𝟏

𝟐
+ 𝒍𝒏

𝟏

𝟐

= 𝒍𝒏(𝒆) − 𝒍𝒏 𝟐 +
𝟏

𝟐
> 𝟎 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶  𝒈 (
𝟏

𝟓
) ×   𝒈 (

𝟏

𝟐
) < 𝟎 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶   
𝟏

𝟓
< 𝜶 <

𝟏

𝟐
 

3) Déduire le signe de 𝒈(𝒙) pour tout 𝒙 ∈

]𝟎; +∞[ 

On distingue deux cas ;  𝒙 ∈ ]𝟎; 𝜶]    𝒆𝒕    𝒙 ∈

[𝜶; +∞[   

𝑺𝒐𝒊𝒕 ∶    𝒙 ∈ ]𝟎; 𝜶] 

𝒙 ∈ ]𝟎; 𝜶] ⟹   𝒙

≤ 𝜶  𝒆𝒕 𝒈 𝒆𝒔𝒕 𝒔𝒕𝒓 𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆  𝒔𝒖𝒓]𝟎; 𝜶]  

                   ⟹   𝒈(𝒙) ≤ 𝒈(𝜶)   

                   ⟹   𝒈(𝒙) ≤ 𝟎   

𝑺𝒐𝒊𝒕 ∶    𝒙 ∈ [𝜶; +∞[ 

𝒙 ∈ [𝜶; +∞[ ⟹   𝜶

≤ 𝒙  𝒆𝒕 𝒈 𝒆𝒔𝒕 𝒔𝒕𝒓 𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆  𝒔𝒖𝒓[𝜶; +∞[    

                   ⟹   𝒈(𝜶) ≤ 𝒈(𝒙)   

                   ⟹  𝟎 ≤ 𝒈(𝒙) 

On dresse le tableau de signe de g sur  ]𝟎; +∞[ 
x 𝟎                                                     𝜶                                         +∞ 

𝒈(𝒙)                  -                            𝟎                            + 

B) Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟎; +∞[ par : 

{
𝒇(𝒙) =

𝟒 𝒙 𝒍𝒏𝒙

𝟏+𝒙
; 𝒙 > 𝟎

𝒇(𝟎) = 𝟎                        
 

Et (𝑪𝒇) sa courbe dans un repère orthonormé 

(𝑶; 𝒊; 𝒋).(unité 2cm) 

1)a) Montrer que 𝒇 est continue à droite en 0. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝟒 𝒙 𝒍𝒏𝒙

𝟏 + 𝒙
= 𝟎 

𝑪𝒂𝒓 ∶    𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒙 𝒍𝒏𝒙 = 𝟎    𝒆𝒕    𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝟏 + 𝒙 = 𝟏  

𝑫𝒐𝒏𝒄 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝟎) 

Donc   𝒇 est continue à droite de 0. 

   b) Montrer que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = +∞  et  

que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝟎  , puis interpréter 

graphiquement le résultat. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟒 𝒙 𝒍𝒏𝒙

𝟏 + 𝒙
 

                     = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟒 𝒙 𝒍𝒏𝒙

𝒙(
𝟏

𝒙
+ 𝟏)

  = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟒  𝒍𝒏𝒙
𝟏

𝒙
+ 𝟏

= +∞ 

𝑪𝒂𝒓 ∶  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒍𝒏𝒙 = +∞  = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟏

𝒙
= 𝟎 
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𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞

𝟒 𝒙 𝒍𝒏𝒙

𝟏+𝒙

𝒙
 

                   = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟒 𝒙 𝒍𝒏𝒙

𝒙(𝟏 + 𝒙)
 

                   = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟒  𝒍𝒏𝒙

𝟏 + 𝒙
 

                   = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟒  𝒍𝒏𝒙

𝒙(
𝟏

𝒙
+ 𝟏)

 

                   = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟒  𝒍𝒏𝒙

𝒙
×

𝟏
𝟏

𝒙
+ 𝟏

   = 𝟎  

𝑪𝒂𝒓 ∶  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 𝒍𝒏𝒙

𝒙
= 𝟎     𝒆𝒕  𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞

𝟏

𝒙
= 𝟎 

: Interprétation géométrique 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = +∞   𝒆𝒕 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝟎      𝑶𝒏 𝒂 ∶      

Donc la courbe (𝐂𝐟) admet une branche 

parabolique suivant l’axe des abscisses au 

voisinage de +∞    

2)a) Montrer que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙)

𝒙
= +∞ , puis 

interpréter le résultat géom 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎+

𝟒 𝒙 𝒍𝒏𝒙

𝟏+𝒙

𝒙
 

                     = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝟒  𝒍𝒏𝒙

𝟏 + 𝒙
 

                     = −∞ 

𝑪𝒂𝒓 ∶  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒍𝒏𝒙 = −∞   𝒆𝒕  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

 𝟏 + 𝒙 = 𝟏    

𝑫𝒐𝒏𝒄  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎)

𝒙 − 𝟎
= −∞ 

Donc f n’est pas dérivable à droite de 0 

: Interprétation géométrique 

la courbe (𝐂𝐟)  admet une demis tangente 

verticale au point A(0 ;0) dirigée  vers le bas  

b)  Montrer que pour tout  𝒙 ∈ ]𝟎; +∞[ :   

𝒇′(𝒙) =
𝟒𝒈(𝒙)

(𝒙+𝟏)𝟐
 

On la fonction f est dérivable sur ]𝟎; +∞[ 

comme quotient de deux fonctions dérivable 

sur ]𝟎; +∞[ 

𝑹𝒂𝒑𝒑𝒆𝒍 ∶     (
𝐮

𝐯
)

′

=
𝐮′𝐯 − 𝐮𝐯′

𝐯𝟐
  ;    (𝐮𝐯)′

= 𝒖′𝒗 + 𝒖𝒗′   ;      (𝐥𝐧 𝐱)′ =
𝟏

𝐱
  

𝑺𝒐𝒊𝒕 𝒙 ∈ ]𝟎; +∞[ 

𝒇′(𝒙)

=
(𝟒𝒍𝒏 𝒙 + 𝟒𝒙 ×

𝟏

𝒙
) (𝒙 + 𝟏) − (𝟒𝒙𝒍𝒏 𝒙 × 𝟏)

(𝒙 + 𝟏)𝟐
 

𝒇′(𝒙) =
(𝟒𝒍𝒏 𝒙 + 𝟒)(𝒙 + 𝟏) − 𝟒𝒙𝒍𝒏 𝒙

(𝒙 + 𝟏)𝟐
 

𝒇′(𝒙) =
𝟒𝒙𝒍𝒏 𝒙 + 𝟒𝒍𝒏 𝒙 + 𝟒𝒙 + 𝟒 − 𝟒𝒙𝒍𝒏 𝒙

(𝒙 + 𝟏)𝟐
 

𝒇′(𝒙) =
𝟒𝒍𝒏 𝒙 + 𝟒𝒙 + 𝟒

(𝒙 + 𝟏)𝟐
 

𝒇′(𝒙) =
𝟒(𝒍𝒏 𝒙 + 𝒙 + 𝟏)

(𝒙 + 𝟏)𝟐
 

𝒇′(𝒙)    =
𝟒𝒈(𝒙)

(𝒙 + 𝟏)𝟐
 

D’où  pour tout  𝒙 ∈ ]𝟎; +∞[ :   𝒇′(𝒙) =
𝟒𝒈(𝒙)

(𝒙+𝟏)𝟐
 

  c)  Déduire que 𝒇 est strictement croissante 

sur l’intervalle [𝜶; +∞[    et strictement 

décroissante sur l’intervalle [𝟎; 𝜶] 

On a : pour tout  𝒙 ∈ ]𝟎; +∞[ :   𝒇′(𝒙) =
𝟒𝒈(𝒙)

(𝒙+𝟏)𝟐
  

et   (𝒙 + 𝟏)𝟐 > 𝟎 

Donc le signe de 𝒇′ est le signe de g sur  

]𝟎; +∞[ 

Et on a d’après la partie A) le signe de g sur  

]𝟎; +∞[ 

x 𝟎                                   𝜶                                         −∞ 

𝒈(𝒙)                  -             𝟎                            + 

Donc  𝒇 est strictement croissante sur 

l’intervalle [𝜶; +∞[    et strictement 

décroissante sur l’intervalle [𝟎; 𝜶] 
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d) Montrons que   𝒇(𝜶) = −𝟒𝜶  

𝑶𝒏 𝒂 ∶    𝒇(𝜶) =
𝟒 𝜶 𝒍𝒏𝜶

𝟏 + 𝜶
 

Et d’après la partie A) le 𝜶 est solution de 

l’équation   𝒈(𝒙) = 𝟎 

Donc   𝒈(𝜶) = 𝟎    donc    𝟏 + 𝜶 + 𝒍𝒏(𝜶) = 𝟎 

donc 𝟏 + 𝜶 = −𝒍𝒏(𝜶) 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶    𝒇(𝜶) =
𝟒 𝜶 𝒍𝒏𝜶

𝟏 + 𝜶
=

𝟒 𝜶 𝒍𝒏𝜶

−𝒍𝒏(𝜶)
= −𝟒𝜶 

On dresse le tableau de variations de 𝒇 

x 0                                       𝜶                         +∞ 

𝒇′(𝒙)              –                     0                    + 

𝒇(𝒙) 

    𝟎                                                             +∞ 

 

                               −𝟒𝜶 

 

3)a) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎; +∞[ :  

𝒇′′(𝒙) =
𝟒(𝟏−𝒙𝟐−𝟐𝒙𝒍𝒏𝒙)

𝒙(𝒙+𝟏)𝟑
 

𝑹𝒂𝒑𝒑𝒆𝒍𝒔 ∶   (
𝐮

𝐯
)

′

=
𝐮′𝐯 − 𝐮𝐯′

𝐯𝟐
   

   (𝐮𝒏)′ = 𝒏𝒖′ 𝐮𝒏−𝟏  ;      (𝐥𝐧 𝐱)′ =
𝟏

𝐱
 

𝑶𝒏 𝒂 ∶     𝒇′(𝒙) =
𝟒(𝒍𝒏 𝒙 + 𝒙 + 𝟏)

(𝒙 + 𝟏)𝟐
 

Donc : 

 𝒇′′(𝒙) =
𝟒 (

𝟏

𝒙
+ 𝟏) (𝒙 + 𝟏)𝟐 − 𝟒(𝒍𝒏 𝒙 + 𝒙 + 𝟏) × 𝟐 × 𝟏 × (𝒙 + 𝟏)𝟏

(𝒙 + 𝟏)𝟒  

=
𝟒 (

𝟏

𝒙
+ 𝟏) (𝒙 + 𝟏)𝟐 − 𝟖(𝒍𝒏 𝒙 + 𝒙 + 𝟏)(𝒙 + 𝟏)

(𝒙 + 𝟏)𝟒
 

=
𝟒 (

𝟏

𝒙
+ 𝟏) (𝒙 + 𝟏) − 𝟖(𝒍𝒏 𝒙 + 𝒙 + 𝟏)

(𝒙 + 𝟏)𝟑
 

=

𝟒(𝟏+𝒙)𝟐

𝒙
− 𝟒(

𝟐 𝒙 𝒍𝒏 𝒙+𝟐 𝒙𝟐+𝟐𝒙 

𝒙
)

(𝒙 + 𝟏)𝟑
 

=
𝟒[  𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏 − (𝟐 𝒙 𝒍𝒏 𝒙 + 𝟐 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙)]

𝒙(𝒙 + 𝟏)𝟑
 

𝑫𝒐𝒏𝒄:    𝒇′′(𝒙)

=
𝟒[ 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏 − 𝟐 𝒙 𝒍𝒏 𝒙 − 𝟐 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙)]

𝒙(𝒙 + 𝟏)𝟑
 

𝑫𝒐𝒏𝒄  ∶    𝒇′′(𝒙) =
𝟒(𝟏 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒍𝒏𝒙)

𝒙(𝒙 + 𝟏)𝟑
 

b) Etudier le signe de 𝟏 − 𝒙𝟐 et −𝟐𝒙 𝒍𝒏𝒙 sur 

]𝟎; +∞[ et en déduire que le point d’abscisse 

1 est l’unique point d’inflexion de (𝑪𝒇). 

Il est clair que le signe de  𝒇′′ dépond de signe 

de 𝟏 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒍𝒏𝒙 

1ère méthode  

On a :  𝟏 − 𝒙𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟏 ⟹  𝒙 = 𝟏 

Et on a : −𝟐𝒙 𝒍𝒏𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒍𝒏𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟏 

on dresse le tableau de signe de 𝟏 − 𝒙𝟐 et 

−𝟐𝒙 𝒍𝒏𝒙 sur ]𝟎; +∞[ 

x 0                                     𝟏                       +∞ 

𝟏 − 𝒙𝟐               +                        0                    − 

−𝟐𝒙 𝒍𝒏𝒙              +                         𝟎                  −                                                                            

𝑺𝒐𝒊𝒕 𝒙 ∈ ]𝟎; 𝟏] 

Donc 𝟏 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒍𝒏𝒙 ≥ 𝟎 

Donc 𝒇′′(𝒙) ≥ 𝟎 

𝑺𝒐𝒊𝒕 𝒙 ∈ [𝟏; +∞[ 

Donc 𝟏 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒍𝒏𝒙 ≤ 𝟎 

Donc 𝒇′′(𝒙) ≤ 𝟎 

D’où la fonction 𝒇′′ s’annule et change de 

signe en 1 

Donc le point d’abscisse 1 est l’unique point 

d’inflexion de (𝑪𝒇). 

2ème  méthode  

𝒙 ∈ ]𝟎; 𝟏] ⟹ 𝒙𝟐 ≤ 𝟏 ⟹ 𝟏 − 𝒙𝟐 ≥ 𝟎 

𝒙 ∈ ]𝟎; 𝟏] ⟹ −𝟐𝒙 ≤ 𝟎 𝒆𝒕 𝒍𝒏(𝒙) ≤ 𝟎 ⟹ −𝟐𝒙𝒍𝒏𝒙

≥ 𝟎 

Donc ∀𝒙 ∈ ]𝟎; 𝟏] ∶  𝟏 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒍𝒏𝒙 ≥ 𝟎    

𝒙 ∈ [𝟏; +∞[ ⟹ 𝒙𝟐 ≥ 𝟏 ⟹ 𝟏 − 𝒙𝟐 ≤ 𝟎 

𝒙 ∈ [𝟏; +∞[ ⟹ −𝟐𝒙 ≤ 𝟎 𝒆𝒕 𝒍𝒏(𝒙) ≥ 𝟎

⟹ −𝟐𝒙𝒍𝒏𝒙 ≤ 𝟎 

Donc ∀𝒙 ∈ [𝟏; +∞[ ∶  𝟏 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒍𝒏𝒙 ≤ 𝟎    

D’où la fonction 𝒇′′ s’annule et change de 

signe en 1 

c)Donner l’équation de la tangente (𝑻)  

à (𝑪𝒇)au point d’abscisse1 

(𝐓): 𝒚 = 𝒇′(𝟏)(𝒙 − 𝟏) + 𝒇(𝟏) 

           𝒚 = 𝟐 × (𝒙 − 𝟏) + 𝟎   ,  

Donc      (𝐓): 𝒚 = 𝟐𝒙 − 𝟐 
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4) Tracer (𝑻) et (𝑪𝒇) dans le repère (𝑶; 𝒊; 𝒋).( 

on donne 𝜶 ≈ 𝟎. 𝟐𝟓) 

On a  𝜶 ≈ 𝟎. 𝟐𝟓   donc  𝒇(𝜶) = −𝟒𝜶 ≈ −𝟏    

 
C) Soit 𝒉 la restriction de 𝒇 sur l’intervalle  

[𝜶; +∞[. 

 Donc   ∀ 𝒙 ∈ [𝜶; +∞[   ∶ 𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒙) 

1) Montrer que 𝒉 admet une fonction 

réciproque 𝒉−𝟏 définie 𝑱 à déterminer  

➢ f est dérivable sur ]𝟎, +∞[ donc elle est 

continue sur ]𝟎, +∞[ 

On particulier sur [𝜶; +∞[ donc h est 

continue sur [𝜶; +∞[. 

➢ La fonction f est strictement croissante sur 

]𝜶, +∞[ 

Donc la fonction h est str croissante sur 

]𝜶, +∞[ 

Donc f admet une fct réciproque 

𝐟−𝟏,définie sur 𝐉 = 𝐡([𝜶; +∞[) 

𝐉 = 𝐡([𝜶; +∞[) = [𝒉(𝜶 ); 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒉(𝒙)[  

        = ]−𝟒𝜶, +∞[2)  Montrer que 𝒉−𝟏  est 

dérivable en 𝟎 puis Calculer (𝒉−𝟏)′(𝟎). 

On a :  𝒉(𝟏) = 𝟎  𝒅𝒐𝒏𝒄  𝒉−𝟏(𝟎) = 𝟏  

La fonction h est dérivable en 1  et on a : 

𝒉′(𝟏) = 𝟐 ≠ 𝟎   

Donc la fonction 𝒉−𝟏 est dérivable en 0  et : 

(𝒉−𝟏)′(𝟎) =
𝟏

𝒉′(𝟏)
=

𝟏

𝟐
 

A) Soit  𝒈 une fonction définit sur ]𝟎 ; +∞[ par  

 𝒈(𝒙) = 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) −

𝟏

𝒙 + 𝟏
 

1)Déterminer     𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙)   𝒆𝒕  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) −

𝟏

𝒙 + 𝟏
= +∞ 

Car  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) = +∞   et 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎+

𝟏

𝒙+𝟏
= 𝟏 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) =  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) −

𝟏

𝒙 + 𝟏
= 𝟎 

Car 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) = 𝒍𝒏(𝟏) = 𝟎    et   

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟏

𝒙+𝟏
= 𝟎 

2)Montrer que  𝒈′(𝒙) =
−𝟏

𝒙(𝒙+𝟏)𝟐
  𝐬𝐮𝐫 ]𝟎; +∞[; 

Rappels :  

[𝐥𝐧(𝒖)]′ =
𝒖′

𝒖
 𝒆𝒕  (

𝟏

𝒙
)

′

= −
𝟏

𝒙𝟐
  𝒆𝒕 (

𝟏

𝒖
)

′

 = −
𝐮′

𝒖𝟐
    

Soit  𝒙 ∈ ]𝟎; +∞ [ 

𝒈′(𝐱) = −

𝟏

𝒙𝟐

𝟏 +
𝟏

𝒙

−
−𝟏

(𝐱 + 𝟏)𝟐
 

           = −

𝟏

𝒙𝟐

𝐱+𝟏

𝒙

+
𝟏

(𝐱 + 𝟏)𝟐
 

           = −

𝟏

𝒙

𝐱 + 𝟏
+

𝟏

(𝐱 + 𝟏)𝟐
 

           = −
𝟏

𝐱(𝐱 + 𝟏)
+

𝟏

(𝐱 + 𝟏)𝟐
 

           = −
(𝐱 + 𝟏)

𝐱(𝐱 + 𝟏)𝟐
+

𝐱

𝐱(𝐱 + 𝟏)𝟐
 =

−𝒙 − 𝟏 + 𝒙

𝒙(𝒙 + 𝟏)𝟐
 

Donc ∀𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[  ∶ 𝒈′(𝒙)  =
−𝟏

𝒙(𝒙+𝟏)𝟐
 

3) Dresser son tableau de variation 

𝐬𝐮𝐫 ]𝟎; +∞[;   

 On a ∀𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[  ∶ 𝒈′(𝒙)  =
−𝟏

𝒙(𝒙+𝟏)𝟐
< 𝟎 

Donc la fonction g est strictement 

décroissante sur  ]𝟎, +∞[ 

0                                                              +∞ 𝒙 

                             − 𝒈′ 

 +∞ 

                                                                           0  

𝒈 
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4) 𝑴𝒐𝒏𝒕𝒓𝒆𝒓 𝒒𝒖𝒆 ∶  ∀𝒙 ∈   [𝟎; +∞[;    𝒈(𝒙) > 𝟎 

On a   𝒈(]𝟎 ; +∞[) = ]  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙)  ; 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙)[ 

                                     = ]𝟎 ; +∞[ 

Donc pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[   

On a :  𝐠(𝐱) ∈ ]𝟎, +∞[   

Donc ∀𝒙 ∈  [𝟎; +∞[;    𝒈(𝒙) > 𝟎   

B)Soit  𝒇  𝐮𝐧𝐞 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭 𝒔𝒖𝒓  [𝟎 ; +∞[  

𝒇(𝒙) = 𝒙 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) ;   𝒔𝒊 > 𝟎    𝒆𝒕  𝒇(𝟎) = 𝟎 

 1) Montrer que f est continue en 0 à droite 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒙 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎+
𝒙 𝒍𝒏 (

𝐱 + 𝟏

𝒙
) 

                   = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒙 𝒍𝒏(𝐱 + 𝟏) − 𝐱𝐥𝐧(𝐱)  = 𝟎 

Car 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒙 𝒍𝒏(𝐱 + 𝟏) = 𝟎 × 𝐥𝐧(𝟏) = 𝟎    et   

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝐱𝐥𝐧(𝐱) = 𝟎 

Donc 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝟎) 

D’où f est continue à droite de 0 

2) Montrer que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟏 , puis 

interpréter le résultat géométriquement 

       𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
)    

       On pose 𝑿 =
𝟏

𝒙
     donc   𝒙 =

𝟏

𝑿
    

Or  𝒙 → +∞ ⟺ 𝑿 → 𝟎+ 

     𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙 𝐥𝐧 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) =  𝐥𝐢𝐦

𝑿→𝟎+

𝟏

𝑿
 𝐥𝐧 (𝟏 + 𝑿) 

                                        =  𝐥𝐢𝐦
𝑿→𝟎+

𝒍𝒏(𝟏 + 𝑿)

𝑿
 = 𝟏 

      Car 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 
𝟏

𝒙
= 𝟎 𝒆𝒕 𝐥𝐢𝐦

𝑿→𝟎

𝒍𝒏(𝟏+𝑿)

𝑿
 = 𝟏 

       Donc 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟏  

Interprétation géométrique : 

La droite (D)  d’équation 𝒚 = 𝟏 est asymptote 

horizontale  à (𝑪𝒇) au voisinage de +∞ 

3) Etudier la dérivabilité de f en 0 à droite 

puis interpréter le résultat géométriquement 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎)

𝒙 − 𝟎
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎+

𝒙 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
)

𝒙
 

                                           =  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

 𝐥𝐧 (𝟏 +
𝟏

𝒙
)   = +∞ 

Donc f n’est pas dérivable à droite de 0 

Interprétation géométrique : 

(Cf)  la courbe de la fonction f admet une 

demi-tangente verticale en 0 dirigée vers le 

haut 

4)a) Montrer que f est dérivable sur  ]𝟎, +∞[   

et que∀𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[  ∶ 𝒇′(𝒙) = 𝒈(𝒙) 

Montrons que f est dérivable sur ]𝟎 ; +∞[ 

➢ La fonction 𝒙 ⟼ 𝟏 +
𝟏

𝒙
 est dérivable sur 

]𝟎 ; +∞[ car c’est une fonction 

rationnelle elle toujours dérivable sur 

tout intervalle inclus dans son domaine 

de définition qui est ]−∞ ; 𝟎[ ∪ ]𝟎; +∞ [ 

➢ Donc La fonction  𝒙 ⟼ 𝐥𝐧(𝟏 +
𝟏

𝒙
) est 

dérivable sur ]𝟎 ; +∞[ 

➢ La fonction 𝒙 ⟼ 𝐱 est dérivable sur 

]𝟎 ; +∞[ ;  (Polynôme ) 

➢ Donc la fonction f est dérivable sur  

]𝟎 ; +∞[   

Rappels :  

(𝒖𝒗)’ = 𝒖’𝒗 + 𝒖𝒗’       𝒆𝒕       [𝐥𝐧(𝒖)]′

=
𝒖′

𝒖
       𝒆𝒕  (

𝟏

𝒙
)

′

= −
𝟏

𝒙𝟐
 

Soit  𝒙 ∈ ]𝟎; +∞ [ 

𝒇′(𝐱) = 𝟏 × 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) − 𝒙 ×

𝟏

𝒙𝟐

𝟏 +
𝟏

𝒙

 

    = 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) −

𝟏

𝒙
𝐱+𝟏

𝒙

= 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) −

𝟏

𝐱 + 𝟏
 

Donc ∀𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[  ∶ 𝒇′(𝒙) =  𝒈(𝒙) 

c) Dresser le tableau de variation de f sur  

]𝟎 ; +∞[ 

On a :  ∀𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[  ∶  𝒈(𝒙) > 𝟎 

Donc ∀𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[  ; 𝒇′(𝒙) > 𝟎 

Donc la fonction f est strictement croissante 

sur ]𝟎, +∞[   

0                                                              +∞ 𝒙 

                             − 𝒇′ 

                                                                    𝟏 

0                                                                             

𝒇 
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5)Etudier la convexité de la courbe (𝑪𝒇) 

5) On a ∀𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[  ∶ 𝒇′(𝒙) =  𝒈(𝒙) 

Donc ∀𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[  ∶ 𝒇′′(𝒙) =  𝒈′(𝒙) 

Donc ∀𝒙 ∈ ]𝟎, +∞[  ∶ 𝒇′′(𝒙) =
−𝟏

𝒙(𝒙+𝟏)𝟐
< 𝟎 

Donc la courbe (𝑪𝒇) est concave sur ]𝟎, +∞[   

6) Tracer (𝑪𝒇) dans  (𝑶 ; 𝒊 ; 𝒋)     

 

C) Soit (𝐔𝐧) tel que : 𝐔𝟎 =
𝟏

𝒆
   et  𝐔𝐧+𝟏 = 𝒇(𝐔𝐧) 

1) Montrer que :     ∀𝒏 ∈ 𝐈𝐍    𝟎 ≤ 𝐔𝐧 ≤
𝟏

𝒆−𝟏
 

➢ Pour n=0 on a     𝟏 ≤  𝒖𝟎 =
𝟏

𝒆
≤

𝟏

𝒆−𝟏
 

Donc la proposition est vraie pour 𝒏 = 𝟎 

 

Soit 𝒏 ∈ ℕ 

➢ Supposons que  𝟎 ≤ 𝐔𝐧 ≤
𝟏

𝒆−𝟏
  et montrons 

que 𝟎 ≤ 𝐔𝐧+𝟏 ≤
𝟏

𝒆−𝟏
. 

𝒇 est strictement croissante sur l’intervalle 

[𝟎;
𝟏

𝒆−𝟏
]   

𝟎 ≤  𝒖𝒏 ≤
𝟏

𝒆 − 𝟏
 ⟹  𝒇(𝟎) ≤  𝒇(𝒖𝒏) ≤ 𝒇(

𝟏

𝒆 − 𝟏
)

⟹ 𝟎 ≤ 𝐔𝐧+𝟏 ≤
𝟏

𝒆 − 𝟏
 

➢ 𝑪𝒂𝒓 ; 𝒇 (
𝟏

𝒆−𝟏
) =

𝟏

𝒆−𝟏
 𝒍𝒏 (𝟏 +

𝟏
𝟏

𝒆−𝟏

) 

=
𝟏

𝒆 − 𝟏
 𝒍𝒏(𝟏 + 𝐞 − 𝟏) =

𝟏

𝒆 − 𝟏
 

D'après le principe de récurrence, on a : 

(∀𝒏 ∈ ℕ) ∶  𝟎 ≤ 𝐔𝐧 ≤
𝟏

𝒆−𝟏
  

2) Montrer que la suite  (𝐔𝐧)   est croissante 

 𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 =  𝒖𝒏 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒖𝒏
) − 𝒖𝒏 

= 𝒖𝒏(𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒖𝒏

) − 𝟏) 

𝟎 ≤ 𝐔𝐧 ≤
𝟏

𝒆 − 𝟏
⟹

𝟏

𝒖𝒏

≥ 𝒆 − 𝟏  

⟹
𝟏

𝒖𝒏

+ 𝟏 ≥ 𝒆 ⟹ 𝒍𝒏(
𝟏

𝒖𝒏

+ 𝟏) ≥ 𝟏 

                             ⟹ 𝒍𝒏 (
𝟏

𝒖𝒏

+ 𝟏) − 𝟏 ≥ 𝟎

⟹ 𝒖𝒏(𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒖𝒏

) − 𝟏) ≥ 𝟎 

                              ⟹ 𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 ≥ 𝟎 ⟹ la suite 

(un)  est croissante 

3) Déduire que (𝐔𝐧)   est convergente et 

calculer la limite de  (𝐔𝐧) 

•    (un)  est croissante et majorée par 
𝟏

𝒆−𝟏
 

donc convergente. 

• f est continue sur l’intervalle [𝟎;
𝟏

𝒆−𝟏
] car 

elle est dérivable sur I 

• 𝒇 ([𝟎;
𝟏

𝒆−𝟏
]) = [𝒇(𝟎); 𝒇 (

𝟏

𝒆−𝟏
)] 

= [𝟎;
𝟏

𝒆 − 𝟏
]  ⊂ [𝟎;

𝟏

𝒆 − 𝟏
] 

• 𝐮𝟎 =
𝟏

𝒆
∈ [𝟎;

𝟏

𝒆−𝟏
] 

Alors la limite de (𝐮𝐧)   est L  la solution de 

l’équation   𝒇(𝒙) = 𝒙 

𝒇(𝒙) = 𝒙 ⟺ 𝒙 𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) − 𝒙 = 𝟎  

⟺ 𝒙 (𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) − 𝟏) = 𝟎 

          ⟺ 𝒙 = 𝟎 𝐨𝐮   𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) − 𝟏 = 𝟎  ⟺ 𝒙

= 𝟎  𝐨𝐮   𝒍𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒙
) = 𝟏 

⟺ 𝒙 = 𝟎 𝐨𝐮   𝟏 +
𝟏

𝒙
= 𝒆 ⟺ 𝒙 = 𝟎  𝐨𝐮   𝒙

=
𝟏

𝒆 − 𝟏
 

Et on a la suite (un) est croissante donc la 

limite est  
𝟏

𝒆−𝟏
 

 


