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Soit la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par

fx) =1—-—x+1Inx

1) a) Déterminer lil(}!r f(x) et interpréter le
X—

résultat géométriquement

b) Calculer lim f(x) et lim [ ), puis étudier

X—>+o00 X—+00

la branche infinie de (Cf) au voisinage de +o
2) Etudier la position relative de (Cf)etla
droite: y = —x
3) Déterminer les variations de la fonction f
4) Etudier la convexité de la fonction f.
5) Tracer (D) et(Cf) dans un repere
orthonormé (0;1;7)
A) Soitg une fonction définit sur
10; +oo par g(x) = x — In(x)
1) Déterminer lim g(x) et lim g(x)
x—-0% X—+00
2) Calculer g’ (x) ;puis dresser le tableau des
variations de g
3) Montrer que : Vx € |0; +oo[; g(x) >0
B)f une fonction définit sur |0; +oo[par
f(x) = In(x) +- 1 h® ln(x)
1) Determmer)}ilggr f (x) et Interpréter le

résultat géométrique
2) Calculer lim f(x)et étudier la branche

X—>+00

infinie de(Cf)au voisinage de +oo

3)a) Montrer que Vx € |0, +oo[ : f'(x) = %()
b) Dresser le tableau de variation de f
c)Déterminer I’équation de la tangente (T)

au pointA(1;1)

4) Montrer que f admet une fct réciproque

f~1,définie sur] que I'on précisera

5) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une

unique solution o dans E 1[ ; (On prend

1
f(3)=-02)
6) Tracer (T) et(Cf) et (Cf~!)dans un repeére
orthonormé (0;1;7)
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[)Soit g la fonction définie sur ]0; +oo| par:
g(x)=1-—x +xInx.

1) a) Montrer que g'(x) = Inx; sur ]0; + .

b) Montrer que la fonction g est décroissante

sur |0; 1] et croissante sur [1; +oo|.

2) Calculer g (1) et en déduire que:

g (x) = 0 pour tout x de ]0; +oo| .

I ) Soit la fct f définie sur |0; +oo[ par:

fo) =3 1 2Inx
x -_ — — —
x? x
1) Montrer que lirggr f (x) = —oo etinterpréter
X—
géométriquement

2) Montrer que lil}l f (x) = 3 eten déduire la
X—>+ 00

branche infinie de la courbe (C) au voisinage
de +oo.

3)a) Montrer que f '(x) = [.

b) Interpréter geometrlquement le résultat
f'(1) =0.

c) Montrer que la fonction f est croissante sur
10; +oo[

4)Tracer ( C)dans le repére (0; ;7)) .

(On prend f (0,3) = 0).

5) Soit h la fonction définie sur R* par:

h(x) =3 -5 -2

a) Montrer que la fonction h est paire et que
h(x) = f(x) pour tout x de |0; +oo|.

b) Construire, dans le méme repére (0,7,)), la
courbe (C') représentant la fonction h

Soit la fonction f définie par f(x) = In (X+2)

X
1)a) Montrer que D; = |-2 ;1]
b) Calculer lin21+f x) ;liIP_ f(x)et interpréter
X—— X—

|x]

les deux résultats géométriquement
2)a) Montrer que f est dérivable sur |-2 ;1]

b) Déterminer le sens de variation de f
3) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une
unique solution a dans |-1,0[
4) Tracer la courbe représentative de f.
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A) Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par
gx)=1+x+Inx
1) Calculer lim g(x) et lim g(x).
x-0% x—+00

2)a)Montrer que g est strictement croissante
sur |0; +oo]

b)Montrer que I'équation g(x) = 0 admet
une unique solution a dans ]0; +[ et que
%< a< % ( Onprendg(i) =-0,4)
3) Déduire le signe de g(x) sur ]0; +oo[

B) Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par:
4 x Inx
fx) = 1. x>0
f(0)=0

1)a) Montrer que f est continue a droite en 0.
b) Montrer que ligrn f(x) = +o0 et
X—>+00
fx)

que lim

= 0 , puis interpréter
x—>+o0o X

graphiquement le résultat.

2)a)Montrer que lilg;r’% = +o0, puis
X

interpréter le résultat géomé
b) Montrer que pour tout x € |0; +oo| :

1 _ 4g(x)
fi0 = (x+1)2

c) Déduire que f est strictement croissante
sur I'intervalle [a; + o[ et strictement
décroissante sur l'intervalle [0; «]
d)Montrer que f(a) = —4a et dresser le
tableau de variations de f

3)a) Montrer que pour tout x € |0; +oo[ :
2
£ = 4(1—x Zyglnx)
x(x+1)

b) Etudier le signe de 1 — x? et —2xInx sur

]0; +oo[ et en déduire que le point d’abscisse

1 est'unique point d’inflexion de (C;).
c)Donner I'équation de la tangente (T) a (C f)

au point d’abscissel

4) Tracer (T) et (C f) dans le repére (0;1;)).

(ondonne a = 0.25)

C) Soit h la restriction de f sur [a; +oo].

1) Montrer que h admet une fonction
réciproque h™! définie J

2) Montrer que h™! est dérivable en 0 puis
Calculer (h™1)'(0).

A) Soit g une fonction définit sur ]0 ; +oo[ par

) =1 (1+1) !
g\x) =1n b x+1

1)Déterminer lirggr g(x) et Calculer
X—

lim g(x)
X—+00
2)Montrer que g'(x) = ﬁ sur |0; +oof;

3) Dresser son tableau de variation

sur |0; +oo[;

4) Montrer que : Vx € [0;+o[; g(x)>0
B) Soit f une fonction définit sur [0 ; +oo[

f(x)len(1+%); si >0 et f(0O)=0

1) Montrer que f est continue a droite de 0
2) Montrer que li{rn f(x) =1, puis
xX—>+ o0

interpréter le résultat géométriquement
3) Etudier la dérivabilité de f en 0 a droite
puis interpréter le résultat géométriquement
4)a) Montrer que f est dérivable sur €
10, +[ etque
Vx €]0,+oo[ : f'(x) = g(x)
c) Dresser le tableau de variation de f sur
10; +oo[
5) Etudier la convexité de la courbe (Cf)
6) Tracer (Cf) dans un repére orthonormé
(0;7;)) (unité 2 cm)
C) Soit (U,,) tel que: Ug == et Uyyq = f(Uy)

1) Montrerque: VnelIN 0<U, < :11

2) Montrer que la suite (U,) estcroissante
3) Déduire que (U,) est convergente et

calculer la limite de (U,)




|

Soit la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par

fx) =1—-—x+1Inx

1) a) Déterminer lilgl+ f(x) et interpréter le
X—

résultat géométriquement

limf(x) =lim1—-x+Inx =—-o0
x—-0t x—07t
Car:lim1—x=1 et llmlnx = —o00
x—07t x—0t

des abscisses est asymptotes verticale a (Cf)

b) Calculer lim f(x) et lim — f (x)

X—>+00 X—+00

lim f(x) = lim 1—-x+Inx
X—+00 —400
. 1 Inx
= llmx(——1+—>
x>+ \X X
= —00
Car limx = +o et lim ln—x=0
X—+00 xX—+o0 X
o1
et lim —=0
x—>+o0o X
. f) o 1—x+Inx
lim —= lim ———
x—->+o0 X X—+00 X
x(l— 1 +ln—x)
= lim —% A
X—>+ oo X
1 Inx
= lim -—-1+—
x—>+00 X X
=-1

li1+n fx) —(—x) = lim 1—-x+In(x)+x
X—>4+ 00
11m 1+ In(x)

x—+00
= 400
Donc la courbe (Cf) admet une branche
parabolique suivant la droite (A) d’équation
y = —x au voisinage de +oo
2) Etudier la position relative de (Cf)etla
droite: (A):y = —
fX)—(—x)=1—-x+In(x) +x
=1+ In(x)

Cherchons le signe de 1 + In(x) sur ]0; +oo[
1+In(x) =0 In(x) = —

-1

1
Sx=e " Sx=—
e

Solution de I'exercice 1
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X 0 E +w
flx)+=x [ - 0 +

Posion (Cf) esten A{E ;— E} Cf) est en

lati |dessous Point dessus
de (A) d'intersection \ de(A)

Donc la droite d’équation x = 0 c-a-dire I'axe

——, puis étudier

la branche infinie de (Cf) au voisinage de +co

3) Déterminer les variations de la fonction f
Sur |0 ; +oof festdérivable et,ona:
1 1—x
f (X) =-1+ ; =
Comme x > 0, f'(x) estdusignede 1 — x
La fonction fest donc strictement croissante
sur |0 ; 1] et strictement décroissante sur

[1; +ool.
On dresse le tableau de variations :
X 0 1 400
f'(x)

f@) H / \.

> f2)=1—-1+In1=0

4) Etudier la convexité de la fonction f.
Sur |0; +[,ona f’ est dérivable de plus :

., —1xx—(1—-x)x1

f'(x) = >
X
-x—1+x -1
=— e <0

On en déduit que (Cf) la courbe de fest
concave sur |0 ; +ool.

5) Tracer (D) et(Cf) le repeére (0;?;D

(1.0)

0 2 4
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Solution de I'exercice 2

A) Soit g une fonction définit sur
10; +oo[ par g(x) = x — In(x)
1) Déterminer lim g(x) et lim g(x)
x—07t X—+00
Jim 800 = Ji x ~InG9 = +eo

Car limx=0 et limIn(x) = —o
x-0% x-0%

. . In x
lim g(x) = lim x(l — —) = 400
X—+00 X—+00 X
Car limx=+c et lim L)
X—+00 X—>+00 X

2) Calculer g’ (x) ;puis dresser le tableau des
variationsde g

g est dérivable sur |0; +o[ etona:
') = 1 1 x-1

gx= X X

Comme x > 0, g'(x) estdu signe de x — 1.

Ona g(1)=1-In1=1

X 0 1 400
g' (x) [ ] - 0 +
g(x)
3) Montrer que : Vx € |0; +oo[; g(x) >0

On en déduit que pour tout x de |0 ; +oo,
on a 1 est une valeur minimale de g sur
10; +oo]

Donc g(x) =x—Ilnx>1>0

doncg(x) >0

B) f une fonction définit sur |0; +oo[ ;

par f(x) = In(x) + - + ln(x)
1) Determlnerlllg!r f (x) et Interpréter le
X—

résultat géométrique

llm f(x) = llm In(x) + + In()

X ln(x) + 1+ In(x)
= lim = —0o0
x-07t X

limxIn(x) =0 et lim
x-0% x—07t

In(x)

X

Car:

Donc la droite d’équation x = 0 c-a-dire I'axe
des abscisses est asymptotes verticale a (Cf)

2) Calculer lim f(x)et étudier la branche

X—+00
infinie de(Cf)au voisinage de +
ln(x)

llm f(x) = llm In(x) + +

Car lim In(x) = +o et lim - =0 et

X—+o00 x—>+00 X
lim 2% _ ¢
x—>+0o X
f(x) In(x) +- +ln(x)
lim — = lim
X—-+o0o X X—400 X
o In(x) In(x)
= lim —
x>+ X x2 x2
=0
. In(x)
Car: lim =0 et llm—2
x—+0 X X_’+°°X
X
=0 et lim (2)=0
x—+o0o X

Donc la courbe (Cf) admet une branche
parabolique suivant I’axe des abscisses au
voisinage de +oo

3)a) Montrer que Vx € |0, + o[ : f'(x) = %()

La fonction f est dérivable sur ]0, +c[ comme
somme des fonctions dérivable sur |0, +oo[

1 1\ 1 uy’
Rappel: (Inx)' = < (;) =-z (;)
u'v—uv
=—7
, 1 1 ixx—ln(x)xl
f'(x) =—— X_Z + 2
) 1 1-In(x)
X)) =F—S5+t———
X X
X — 1 +1—In(x)
x — In(x)
g(x)
x2
b) Dresser le tableau de variation de f
Ona: Vx€]0,+oof : f'(x) = g(z) et Vx
€0, +oo[ : g(x) >0

Donc la fonction f est strictement croissante
sur |0, +oo[
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On dresse le tableau de variations de f

a +co

f’Ex] [ +

+co
f() ”

I

c)Déterminer I’équation de la tangente (T) au
point A(1;1)
(M:y=f(Dx-1)+f(1)
y=1xx-1)+1
(Tr:y=x
4) Montrer que f admet une fct réciproque
f~1,définie sur] que I'on précisera
> festdérivable sur |0, +o[ donc elle est
continue sur |0, +oo[
» La fonction f est strictement croissante sur
10, +oo[
Donc f admet une fct réciproque f~1,définie
sur J = f(]0, +ool)

= 1im £C0), lim f(x)| =10, +oo]
5) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une

unique solution a dans E 1[ ; (On prend
1

f(z)=-02)

> La fonction f est continue sur |0, +o[ en
particulier E 1]

» La fonction f est strictement croissante sur

10, +oo[ on particulier sur E 1[
> Etona f(1)=1et f(%) =-0,2

> Donc f(1) x f(%) <0

Donc I'équation f(x) = 0 admet une unique
solution a dans E 1[

6) Tracer (T) et (Cf) et (Cf~1)dans un repeére
orthonormé (0;1;7)

On a (Cf) et (Cf~1) sont symétrique par
rapport a la droite (T):y =x

La droite d’équation x = 0 est asymptotes
verticale a (Cf) La droite d’équation y = 0 est
asymptotes horizontale a (Cf™1)

La courbe (Cf) admet une branche
parabolique suivant I’axe des abscisses au
voisinage de +oo

Doncla courbe (Cf~1) admet une branche
parabolique suivant ’axe des ordonnées au
voisinage de +oo

Solution de I'exercice 3

I)Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par:
g(x)=1—x +xInx
1) a) Montrer que g'(x) = Inx; sur ]0; + o[
g@X)=AQ—-x+xln x)) =-1+x'In x + x(In x)’
=—1+1In x+xx%=—1+ln x+1=Inx

Donc: Vx €]0; +[; g'(x) =In x

b) Montrons que g est décroissante sur |0; 1]

et croissante sur [1; +oo].

Le signe de g'(x) c'estle signe de I n x, et

puisque Vx €]0;1]; In x <0;

AlorsVx €]0;1]; g'(x) <0

Donc g est décroissante sur |0; 1]

et puisque Vx € [1; +oo[; In x > 0;

Alors Vx € [1; +oo[; g'(x) > 0

Donc g croissante sur [1; +oo].

2 - Calculons g(1) et déduisons que g(x) = 0

pour tout x de |0; +oo].
g1H=1-14+1XxIn1=1-1+1x0=0

et puisque g admet un minimum au 1 ;

Alors Vx €]0; +oo[; g(x) = g(1)

Donc: Vx €]0; +oo[; g(x) = 0.
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IT) Soit la fct f définie sur |0; +oo[ par:

() =3 1 2Inx
f = x? X
1) Montrer que lirél+ f (x) = —oo etinterpréter
X—
géométriquement
I — lim 3 1 2Inx
xllg}'f(x) B xilg!" xz X
- 3x*—-1-2xInx
= lim = —00
x_,0+ xz

(Car:lim3x2 —1=—1etlimxln x =0

x—0 x-07%

Et lim — = +oo
x>0t x

Interprétation géométrique :

la droite d'équation x = 0 est asymptote
verticale a la courbe (C).

2 - Montrons que lim,_,, .. f(x) = 3 et
déduisons la branche infinie de la courbe (C)
au voisinage de +o

I — 1im 3 1 2Inx 3

x—ljl-lgof(x) o x—l>IPOO B x2 B X B

(Car: lim 12: 0 et lim %= 0)
X—>+00 X x—>+oco X

Interprétation géométrique :

la droite d'équation y = 3 est asymptote
horizontale a la courbe (C) au voisinage de
+co

3 - a) Montrons que f'(x) = Zi—gx) pour tout x

de ]0; +oof.
, 1 2Ilnx
ro=(3-5-=")
2x (In x)'x — (In x)x’
F_Z x?
2 (1-1Inx)
B x?
2 2-2Inx
¥ a2
2—-2x+2xIn x
= o
2(1—-x+xIn x)
= o
_2g9(x)
X3

b) Interprétation géométrique du résultat
f'(a)=0.

Onaf'(1) = ZgT(l) = 0 etcomme f(1) = 2,
Donc: (€ f) admet une tangente horizontale
(T) au point (1, 2).

c) Montrons que la fonction f est croissante
sur |0; +oo].

Ona:Vvx €]0; +o |; f/(x) =
Soit x de ]0; +[ ,onax3 > 0.

et d'apres la question 2) partiel,

Ona:Vx €]0; +oo[; g(x) = 0.

Donc Vx €]0; +oo[; f'(x) = 0.

Donc : la fonction f est croissante sur |0; +oo].

4 - Construisons, dans le repére (0,7,)), la
courbe (C).(On prendra f(0,3) = 0)

(C") (T) (C)

2g9(x)
x3

(y=3)

6 - Soit h la fonction numérique définie sur
1 In (x2
R*par: h(x) =3 —x—z—l(Tl).
a) Montrons que la fonction h est paire et que
h(x) = f(x) pour tout x de |0; +oo].
Montrons que la fonction h est paire :
OnaD, =R’
Donc pour tout x de R*, ona —x € R".
Soit x de R*.On a:

1 In((—x)?)

h(-x)=3 -

(-x)?2 |-«
B 1 In(x?)
x|
= h(x)

Alors h(—x) = h(x) pour tout x de D;. Donc la
fonction h est paire
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Montrons que h(x) = f(x) pour tout x de
10; 4o0] :
Soit x de ]0; +oo[,0on a:

1 In(?
h()=3-—- nlslc)
_ 1 2In(x)
=3-5-
=f(x)

Car:Vx €]0; +oo[; |x| = x etIn (x%) = 2In (x).
Donc h(x) = f(x) pour tout x de ]0; +oo][

b) Construisons, dans le méme repére (0,7, /),
la courbe (C') représentant la fonction h.
Ona: h(x) = f(x) pour tout x de ]0; +oo[
Donc la courbe (C') c'estla courbe (C) sur

10; +ool.

Et on a la fonction h est paire, alors sa courbe
est symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées . (voir le figure)

Solution de I'exercice 4

Soit la fonction f définie par f(x) = In (X+2)

1-x
1)a) Montrer que Df = |—-2; 1]
xeD, =225
f 1-x

On dresse le tableau de signe de g

X —00 -2 1 —00
x+2 -0 + | +

1—x + +

x+2 . T

1-—x

Donc Dy = |-2;1]

b) Calculer lin21+f (x) ;li11n_ f(x)et interpréter
X—>— X—

les deux résultats géométriquement

Par composition de limites,on a:

lim 22— 0* donc lim f(x)=
xlrpz 1—x_ onc xllpzfx__oo
x>—2 x>-2
Car lim In(x) = —
ot

li x+2 d li _

lim — = +oo donc lim f(x) =4

x<1 x<1
La courbe de fonction f admet deux
asymptotes verticales d’équations: x = —2 et

x=1.

‘Z)a) Montrer que f est dérivable sur | -2 ; 1]
La fonction u: x — :L_i est dérivable et

strictement positive sur |-2 ;1]
Donc la fonction f est dérivable sur |-2 ;1|
b) Déterminer le sens de variation de f

Soit: ]-2;1]
, I1XxX(A—-—x)—(x+2)x(-1)
u(x) = 1= 2

_1—x+x+2_ 3
T 1-x2 (1-x)?
3

/ ') a-x2
Donc:f'(x) = pray = N

u est strictement positive sur | -2 ; 1] et

3 /
oz 0.donc f'(x) > 0.

Et donc la fonction f est strictement
croissante sur |—2 ; 1][.

X -2 1
F'@ :
fo ||

3) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une

unique solution a dans |—1, 0[

> La fonction f est continue sur |-2;1[ en
particulier [—1, 0]

» La fonction f est strictement croissante
sur|—2 ; 1] on particulier sur |—1, 0[

> Etona f(—1)=-In2 et f(0) =
In2 doncf(—-1)x f(0) <O

Donc I'équation f(x) = 0 admet une unique

solution a dans |—1,0[

4) Tracer sa courbe représentative de f.

=2 5

2 |
al in{3=5) |

3

’ ol
2 -18 -16 -14 -1.2 -1 -08 <06 -04 -02 [0 02 D4 06 08 1 1.2
— 1)
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Solution de I'exercice 5

A)Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par
gx)=1+x+Inx
1) Calculer lim g(x) et lim g(x).

x—-0% x—+00
,}L%lg(x) = 31)1311 +x+Inx =—-
Car: liml1l+x=0 et limlilnx=—
x—-0t x-07t
lim g(x) = lim 1+ x+ Ilnx = 4o
X—+00 X—+00

Car lim 1+ x =40 et lim Inx = 4+

X—+00 X—+00
2)a)Montrer que g est strictement croissante
sur |0; +oo

g est dérivable sur ]0; + o[ comme somme de
deux fonctions dérivables sur ]0; +o[ eton a;

gx)=1 +% >0

g est strictement croissante sur ]0; +oo[

b)Montrer que I’équation g(x) = 0 admet
une unique solution a dans ]0; + [ et que
%< a<%. ( Ondonne g(%) =-0,4)
On a g est dérivable sur ]0; +oo[ donc elle est
continue sur ]0; +oo]
Et on a g est strictement croissante sur
10; +oof
De plus g(]0; +oo[) = ]lingr g(x) ; lim g(x)[

x—0 X—+00
= ]—00; oo

Donc 0 € g(]0; +oo[)
D’ou I’équation g(x) = 0 admet une unique
solution a € ]0; +oo|
Vérifions que % <a< %

. 1.1
On a g est continue sur [E; E]

. . 1 1
Et g est strictement croissante sur [E' E]

ET: (1)— 04 et <1>—1+1+l 1
G\5)T T e g)T Ty

1
=In(e) —In2 +E>O

1 1
Donc : g(§>>< g(i><0
1

1
- <a<z

D :
onc 5 2

3) Déduire le signe de g(x) pour tout x €

10; +oof

On distingue deux cas ; x € |0; af

[a; +oo]

Soit: x€]0;qa]

x€|0a]l = x

< a et g est str croissante sur|0; af
= gx) < g(a)
= gx)<0

Soit: x € [a;+x[

XE|a;+o] = «

< x et g est str croissante sur|a; +oo|
= g(a) < gx)

et x€

= 0<g(x)
On dresse le tableau de signe de g sur ]0; +oo[
X 0 o +o0
gx) | - 0 +
B) Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par:
{f(x) = 4:::x;x >0
f(0)=0

Et (C;) sa courbe dans un repére orthonormé
(0; T;J).(unité 2cm)
1)a) Montrer que f est continue a droite en 0.

lim F(x) = li 4xlnx_0
xlr(}}'fx _xll(}}' 1+x B
Car :

limxInx=0 et liml+x =1
x—-0t x—07t
Donc lim f(x) = f(0)

x—0%t

Donc f est continue a droite de 0.
b) Montrer que lim f(x) = +o et
X—+00

que ligrn % = 0 , puis interpréter
X—+ 00
graphiquement le résultat.
I () = 1i 4 x Inx
im f(x) = lim
x—>+oof x-»+0 1+ x
. 4xlnx 4 Inx
= lim ——— = lim 5
wrox(-+1) te-41
X X
= 4+
. o1
Car : lim Inx = +o0 = lim — =0
xX—+00 x—>+o00 X
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f( ) 4 x Inx
X
lim —= = lim —**
x—>+o0 X X—+00 X
4 x Inx
= lim —
x-+00 X(1 + x)
.4 Inx
= lim
x-+0 14+ x
4 Inx
= lim ————
X=too x(— +1)
.4 Inx 1
= lim X 7 =0
X—+00 X 4+ 1
X
. Inx o1
Car : lim —=0 et lim —=0
x-+00 X x—-+o0 X
Interprétation géométrique :
Ona : llm f(x) =+ et lim f(:) 0
X—>+0o

Donc la courbe (cf) admet une branche
parabolique suivant I’axe des abscisses au

voisinage de +o
f( )

2)a) Montrer que 11m — = 400, puis
interpréter le resultat géom
4 x Inx
li f(x) l 1+x
x-0t X x—>0+ X
4 Inx
= lim
-0t 1+ x
= —O0O
Car: limilnx=-x et lim1+x=1
x-0% x—-0t
f(x) f(x) - £(0)
Donc llm——l ——— = —0
X x—>0+ x—0

Donc fn est pas dérivable a droite de 0
Interprétation géométrique :

la courbe (Cf) admet une demis tangente
verticale au point A(0 ;0) dirigée vers le bas

b) Montrer que pour tout x € ]0; +oo| :

1 _ 49 (x)
f0 = (x+1)2

On la fonction f est dérivable sur ]0; +oo|
comme quotient de deux fonctions dérivable
sur ]0; +oo]

uy’ uv—uv )
Rappel : (—) =—Vz (uv)
=uv+uv ; (Inx) =
Soit x €]0; +oo]
f'(x)
(4lnx+4x><£) (x+1)—(@xlnxx1)
B (x+1)2
) Anx+4)(x+1) —4xlnx
f(x) = >
(x+1)
" )_4xlnx+4lnx+4x+4—4xlnx
re)= (x+ 1)2
" )_4lnx+4x+4
==y
) 4(Inx+x+1)
f&) ==
, 49 (%)
F&® =Grne
PPN ' 49(x)
D’ou pour tout x € ]|0;+oo[: f'(x) = (xi1x)2

c) Déduire que f est strictement croissante
sur l'intervalle [a; +[ et strictement
décroissante sur l'intervalle [0; «]

’ _ 49
f (x) - (x+1)2

On a:pourtout x € ]0; +oof:

et (x+1)?%*>0

Donc le signe de f' est le signe de g sur

10; +oo[

Et on a d’apres la partie A) le signe de g sur
10; +oo[

X 0 a —00

g(x) | - 0 +

Donc f est strictement croissante sur
I'intervalle [a; +[ et strictement
décroissante sur l'intervalle [0; ]
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d) Montrons que f(a) = —4«a
_4alna

fla)=——
Et d’apres la partie A) le a est solution de
I'équation g(x) =0
Donc g(a) =0 donc 1+a+In(a)=0
donc1+ a=—-In(a)

4alna 4alna
flo) = 1+a —In(a) = ~a
On dresse le tableau de variations de f

Ona:

Donc :

X 0 a

f(x) - 0 +

f(x)

3)a) Montrer que pour tout x € |0; +oo[ :

F(x) = 4(1-x%-2xInx)

x(x+1)3
I (E)’_M
ppets v/ v2
1
) =nu'u*!; (nx) = =
s Anx+x+1)
Ona: f'(x)= ot D2
Donc:
. 4G+1)(x+ 12 —4nx+x+ D x2x1x (@ + D!
f'x) = G
4(;1C+1)(x+1)2—8(lnx+x+1)(x+1)
B (x +1)4
4aCG+1) @+ -8Unx+x+1)
B (x +1)3
4(1;|c-x)2 _ 4-(len x-I;CZ x2+2x)
(x+1)3
AP +2x+1-2xlnx+2x7 +2x)]
- x(x+1)3
Donc: f"(x)
AP +2x+1-2xlnx—2x% - 2x)]
B x(x +1)3
4(1 — x* — 2xInx
Donc : f'"(x) = ( )

x(x+1)3

b) Etudier le signe de 1 — x? et —2x Inx sur
]0; +oo[ et en déduire que le point d’abscisse
1 est 'unique point d’inflexion de (C f).

Il est clair que le signe de f'' dépond de signe
de 1 — x? — 2xInx

1ére méthode

Ona:1-x>=0=x*=1= x=1
Etona: 2xlnx=0 =>hnhx=0=x=1

on dresse le tableau de signe de 1 — x? et
—2x Inx sur |0; +oo[

X 0 1 +o0
1-x? + 0 —
—2x Inx + 0 —

Soit x € 10; 1]
Donc1 — x% — 2xInx >0
Donc f""(x) > 0
Soit x € [1; +oo[
Donc1—x? —2xlnx < 0
Donc f"(x) <0
D’ou la fonction f" s’annule et change de
signeen 1
Donc le point d’abscisse 1 est 'unique point
d’inflexion de (Cf).
2¢me méthode
x€]01]=x*<1=>1-x2>0
x€]0;1] = —2x <0etln(x) < 0= —2xinx

>0
Doncvx€]0;1]: 1 —x%2—-2xlnx >0
XE[L+o[=x*>21=1-x*<0
X € [1;40] = -2x <0etln(x) >0

= —2xlnx <0
DoncVx € [1;+oo[: 1 —x%* —2xlnx < 0
D’oul la fonction f"' s’annule et change de
signeen 1
c)Donner I'équation de la tangente (T)
a (C;)au point d’abscissel
(M:y=fDx—-1)+f()

y=2x(x-1)+0 ,

Donc (T):y=2x-2
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4) Tracer (T) et (Cf) dans le repére (0;1;)).(
on donne a = 0.25)
Ona a = 0.25 donc f(a) = —4a =~ —1

(¢r,

(T)

C) Soit h la restriction de f sur l'intervalle
[a; +oo.
Donc Vx € [a; +x[ : h(x) = f(x)
1) Montrer que h admet une fonction
réciproque h™! définie J a déterminer
> festdérivable sur |0, +o[ donc elle est
continue sur |0, +oo[
On particulier sur [a; +o| donc h est
continue sur [a; + .
» La fonction f est strictement croissante sur
la, +oo[
Donc la fonction h est str croissante sur
la, +oo[
Donc f admet une fct réciproque
f~1,définie sur J = h([a; +|)
J = h([a; +e0]) = |h(a); lim h(x)|
2) Montrer que h™?! = |-4a, +o[
dérivable en 0 puis Calculer (h=1)'(0).
Ona: h(1) =0 donc h"1(0) =1
La fonction h est dérivableen 1 etona:
h'(1)=2 #0

Donc la fonction h~! est dérivable en 0 et:

(h~1)'(0) = !

O

A) Soit g une fonction définit sur |0
1 1
gx) = ln(l +;> —m
lim gx) et lim g(x)
1
x+1=

. 1
=400 etlim—=1
x—0t x+1

; +oo[ par

1)Déterminer

. . 1
oG = timin(14+3) -
Car limiIn (1+1)
x—0% x

lim g(x) = lim ! (1+1) !
Jim g(x im [n oo
Car lim In (1 + ;) =In1)=0 et

X—+00

x—+oo x+1
2)Montrer que g'(x) = sur |0; +oo[;
Rappels :

oy =Lee () = -2 e (B) == %

X x2 u u?

1
x(x+1)2

Soit x € |0; +o0 |
1

= -1
/ _ __x*
I S N
X
1
x_z 1

X+1 (X + 1)2

X

1
X + 1
x+1 (x+1)2
1 1
— +
x(x+1) (x+1)2
x+1) X B
x(x+1)2  x(x+ 1)2 B
DoncVx €]0,+[ : g'(x) = x(x+1)2
3) Dresser son tableau de variation
sur |0; +oo;
OnaVvx €]0,+oo] :

—-x—1+x
x(x+1)2

g'(x) =——_<0

x(x+1)2
Donc la fonction g est strictement
décroissante sur |0, +oo[

x |0

!

g —

‘q+oo >
0
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4) Montrer que : Vx € [0;+o[; g(x)>0
ona g(10;+eD = | lim g(x) ; lim g(x)|

=10; +oo]
Donc pour tout x € |0, +oo[
Ona: g(x) €]0,+[
DoncVx € [0;+[; g&x)>0
B)Soit f une fonction définit sur [0;+oo[
f(x) =xln(1+§) ; si >0 et f(0)=0

1) Montrer que f est continue en 0 a droite

. . 1 . x+1
lim f(x) = llmxln(1+—)= llmxln( )
x-07% x-07t X x-07t b

=limxInx+1)—xInx) =0
x-07%
Car li%lx Inx+1)=0xIn(1) =0 et
xX—
J}irg;rxln(x) =0
Donc lim f(x) = f(0)
x-0%

D’ou f est continue a droite de 0
2) Montrer que liin f(x) =1, puis

X—>+00

interpréter le résultat géométriquement
1
lim f(x) = lim xIn (1 +—)
xX—>+oo X—>+ oo X
On pose X = I donc x=1
X X
Or x> 4+0o=X->0"

: 1 .1
lim xIn (1 +;) = }LI(I)L)—( In (1+X)

X—+00
_ i In(1+X) 4
= X B
Car lim 1_ 0 et limm(l—+x) =1
x—>+o00 X X-0
Donc li{}‘ fx)=1
X— [o.0]

Interprétation géométrique :

La droite (D) d’équation y = 1 est asymptote
horizontale a (Cf) au voisinage de +o

3) Etudier la dérivabilité de f en 0 a droite
puis interpréter le résultat géométriquement

f@-f . xin(1+3)
m——= llm _—
x—0 x—07T X

li

x—07T
1

= lim In(1+-) =+
x—0t X

Donc f n’est pas dérivable a droite de 0

Interprétation géométrique :
(Cf) la courbe de la fonction f admet une

demi-tangente verticale en 0 dirigée vers le
haut

4)a) Montrer que f est dérivable sur ]0, +oo]
et quevx € ]0,+oo[ : f'(x) = g(x)

Montrons que f est dérivable sur |0 ; + o[

> Lafonctionx — 1+ % est dérivable sur

10 ; +oo[ car c’est une fonction
rationnelle elle toujours dérivable sur
tout intervalle inclus dans son domaine
de définition qui est |—c0 ; 0[ U ]0; +oo |

» Donc La fonction x — In(1 + i) est
dérivable sur 0 ; +oof

» Lafonction x — x est dérivable sur
10 ; +oo[; (Polynéme)

» Donc la fonction f est dérivable sur
10; +oo[

Rappels :

(uv) =vuv+uv et [In(w)]
u' 1 1
L)

Soit x € ]0; +0 |

1 —
f’(x):lxln(1+—)—xx "21
X 1+;

.y (1+1) =1 (1+1) 1
- x) T M x) x+1

X

Donc Vx € ]0,+o[ : f'(x) = g(x)
c) Dresser le tableau de variation de f sur
10; +oo[
Ona: Vx€]0,+oof : g(x)>0
Donc Vx € ]0,+o[ ; f'(x) >0
Donc la fonction f est strictement croissante
sur |0, +oo[

x |0

f -

f  » 1
0

1
x

+ oo
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5)Etudier la convexité de la courbe (Cf)
5)OnaVvx €]0,+oo[ : f'(x) = g(x)
Donc Vx € ]0,+oo[ : f'"(x) = g'(x)

" -1
Donc Vx € ]0,+oo[ : f"(x) = x(x+1)2

Donc la courbe (Cf) est concave sur |0, +oo|
6) Tracer (Cf) dans (0;7;))

<0

2

C) Soit (U,,) tel que : Ug = - et Uyyq = f(Uy)
1

e—1

1) Montrerque: vVnelIN 0<U, <

1 _ 1
» Pourn=0ona 1< Uy =_=—
e e—

Donc la proposition est vraie pourn = 0

Soitn € N

» Supposonsque 0 < U, < e_% et montrons
1

e-1"

f est strictement croissante sur I'intervalle

o5
0% u, == = f(0) < flu) < f(
1

:>0SUn+1Sm

> Car;f(e_%)=e_illn<1+%>

que 0 < U, <

e—1)

e—1

-1 Inl+e—1)= !
Te—1 ™ ¢ T e—1

D'apres le principe de récurrence, on a :
1
(VneN): OSUDS;

2) Montrer que la suite (U,,) estcroissante

1
Uy — Uy, = U, ln(1+u—n)—un

= u,(In (1 + ul) -1)

n

o<, < 1 1> 1
= S — == —2=e—
"Te—-1 u,

1
=>—+1Ze=>ln(u—+1)21

n n

1
=>ln(—+1)—120

un
1
= un(ln(l +—) -1)=>0
un
= Upyq — U, = 0 = la suite
(un) estcroissante

3) Déduire que (U,) est convergente et
calculer la limite de (U,)

. . 1
° (un) est croissante et majorée par —
o
donc convergente.
. ) 1
e festcontinue sur l'intervalle [0 ; Z] car

elle est dérivable sur I
- r([o5]) = lr@:r (5)]
1 1
- [0;9—1] < [O;e—l
1

1
.« u=eo

Alors la limite de (u,) estL la solution de
I'équation f(x) =x

1
f(x)zx@xln(1+;)—x=0
1
@x(ln(1+;)—1)=0
1
<= x =0o0u ln(1+;)—1:0 = x
1
=0 ou ln(1+—)=1
X

1
< x=0o0u 1+;=e<=>x=0 ou x
1
T e—-1
Et on a la suite (ux) est croissante donc la

.. 1
limite est —
e—1




