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Examen national 2025 session normale

Partie I
Le graphique ik ] O
représente les 7 B B B 1 B
courbes (C,) et (Cp) *f——
des fonctions '
g:x - x*et ,
h:x - 2(In x) — (In x)?> | __
sur ]0,+oo[ dans un
méme repere '
orthonormé. iR
1)a) Justifier graphiquement que pour tout x
de )0, +oo[: g(x) —h(x) >0

b) Déduire que pour tout x de

10, +00 [: 2(In x)—(In x)%

X2
2) a) Vérifier que la fonction H: x » xln x — x
est une primitive de la fonction x - In x sur
I'intervalle |0, +o |,
b) Résoudre sur l'intervalle 0, +oo[ I'équation
h(x) = 0 et en déduire les deux points
d'intersection de la courbe (C;) avec I'axe des
abscisses.
Partie II:
On consideére la fonction numérique f définie
_ (In x)®

X
Soit (Cy) sa courbe représentative dans un

<1

sur |0, +oo[ par: f(x) = x

repére orthonormé (0;1,j).

1)a) Vérifier que li%l f(x) = —oo et donner une
X

interprétation géométrique de ce résultat.

(In

2
b) Montrer que li{rn Tx) = 0 (On peut poser
X—+00

t = +/x), puis calculer lim £ (x).
xX—>+0o0

c) Déduire que la droite d'équation y = x est
une asymptote oblique de la courbe (C f) au
voisinage de +oo.
2)a) Montrer que pour tout x de

_ 2
]O,+00 [,f’(X) —1_ 2In x—(In x) .

x2
b) Montrer que la fonction f est strictement
croissante sur l'intervalle |0, +oo].
(On peut utiliser la question Partie 1-1-b)

3)a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet
une unique solution a dans |0, +oo|.

b) Vérifier que e~! < a < 1 et montrer que

In (a) = —a.

c) Montrer que f(x) < x pour tout x de 0, +oo[.
d) Montrer que y = x est1'équation de la
tangente (T) a la courbe (Cf) au point
d'abscisse 1

4)Le graphique représente la courbe (C;) dans
le repére orthonormé (0; 1, )

Soit ¢ la restriction de f sur l'intervalle |0, 1].

T iy

,,,,,,,,,

—e—etp— - S

-2

a) Montrer que @ admet une fonction
réciproque ¢! définie sur un intervalle ] que
I'on déterminera.

b) Montrer que ¢! est dérivable en 0 et que

RN _ a
(07) (0) =5

c) Recopier la courbe de ¢ et construire la
courbe de ¢! dans le repére (0;1,))

Partie III:

Soit (u,,) la suite numérique définie par :

uy = e etu,,.; = f(u,) pour tout n de N.
1)Montrer par récurrence que 1 < u,, pour tout
nde N.

2)a) Montrer que la suite (u, ) est
décroissante. (On utilise la question Partie II-
3-c)

b) En déduire que la suite (u,,) est convergente.
c) Déterminer la limite de la suite (u,,).
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Examen national 2023 session normale

Soit f la fonction numérique définit sur 0, +oo[
par f(x)=2 —)2—C+ (1 —Inx)?

Et (C) sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (0,7,j) (unité: 1cm)

1) a) Vérifier que pour tout x € |0, + o] :
3x—242xIn x+x(Inx)?2

fx) = -
b) Montrer que lim x(In x)2=0 et lim (ln;) 0
X—>+00
c) En déduire que 11%1 f(x) = —oo puis
X—

interpréter géométriquement le résultat
d) Calculer lim f(x) puis déterminer la branche
X—+00

infinie de (€) au voisinage de +o
2) Montrer que f'(x) = w
I'intervalle |0, +oo[

3) En exploitant le tableau de variation ci-
dessous, de la fonction dérivée f’ de f sur |0, +oo|

{ 0 1 B

pour tout x de

+0

f=49)

(On donne

™

a) Prouver que f est strictement croissante sur
10, +oo[ puis dresser le tableau de variation de f
b) Donner le tableau de signe de la dérivée
seconde f" de lafonction f sur |0, +oo[
c¢) En déduire la concavité de (C) en précisant les
abscisses de ses deux points d’inflexions
4) La courbe (€,)
ci-contre est la
représentation
graphique de la
fonction il
g:x— f(x)—xet
qui s’annule en a
etl(a=0,3) i
Soit (A) la droite d’équation y=x

a) A partir de la courbe (C,), déterminer le
signe de la fonction g sur |0, +oo[

b) Déduire que la droite (A) est en dessous de
(C) sur l'intervalle[a; 1] et au-dessus de (C)
sur les intervalles |0, afet [1; +oo[

c) Construire la courbe (C) et (A) dans le repére
(0,1,7) (onprend:a ~ 0,3 et f(B) ~1,9)
d) Vérifier que : x — 2x — xIn(x) est une
primitive de : x — 1 — In(x) sur [1; «a]
5) Soit (u,,) la suite numérique définie par:
Uy € la; 1] et u,1 = f(u,) pour tout nde N
a) Montrer par récurrence que a < u,, < 1 pour
toutndeN
b) Montrer que la suite (u,) est croissante (On
peut utiliser la question 4)b))
c) En déduire que la suite (u,) est convergente
et calculer sa limite

Examen national 2022 session rattrapage

Soit f la fonction numérique définit sur [0, +oo[
{f(x) =x*(Inx-—1%; x>0
par
f(0)=0

Et (C) sa courbe représentative dans un repeére
orthonormé (0,7,j) (unité: 1cm)
1) Calculer lil}‘l f(x) puis déterminer la

X—>4 00

branche infinie de (C) au voisinage de +
2)a) Montrer que f est continue a droite en 0
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 puis
interpréter le résultat géométriquement
3) a) Montrer que
f'(x) =2x3(Inx — 1)(2Inx — 1) pour tout x de
I'intervalle ]0, +oo[

b) Dresser le tableau de variation de f

4)a) Sachant que f"'(x) = 2x*(6Inx — 5)Inx
pour tout x de I'intervalle |0, +oo[ , étudier le
signe de f"(x) sur ]0,+oo[

b) Déduire que la courbe (€) admet deux points
d’inflexion dont on déterminera les abscisses
5)a) Construire la courbe (C) dans le repére
(0,7,7) (onprend:ve ~1,6 ete? ~ 7,2

b) En utilisant la courbe (C), déterminer le

~.|| nombre de solutions de I'’équation

x*(Inx—1) = —
6)On considere la fonction g définit sur IR par

g(x) = f(Ix)

a) Montrer que la fonction g est pair
b) Construire (Cg) la courbe représentative de g
dans le méme repére (0,7,])
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Examen national 2021 session normale

Soit la fonction f définie sur [0, +oo[ par:

f(O)=0etf(x) =2xIn(x) —2xsix >0

Et (Cf) sa courbe représentative dans un

repeére orthonormé (0,1,j) (unité: 1cm)

1) Montrer que f est continue a droite au
point 0

2) a) Calculer lim f(x)

f()

b) Calculer lim —— puis interpréter

X—+00

geometrlquement le résultat

3) a) Calculer llm puls interpréter

geometrlquement le résultat
b) Calculer f'(x) pour tout x de ]0, +oo
c) Dresser le tableau de variations de la
fonction f sur[0, +oo[

4) a) Résoudre dans l'intervalle |0, +oo[ les
équations f(x) =0etf(x) = x
b) Construire et (C;) dans le repére

(0,1,)). On prend eg =4.5
5) a) Déterminer le minimum de f sur
10, +oof
b) En déduire pour tout x de ]0, +[ que
In(x) > %

6) Soit g la restriction de la fonction f a
I'intervalle [1, +oo[
a) Montrer que la fonction g admet une
fonction réciproque g~! définie sur un
intervalle J qu’on déterminera.
b) Construire dans le méme repére (0,1,))
la courbe représentative de la fonction g1
7) On considére la fonction h défifnie sur R
par:{ h(x)=x3+3x ; x<0
h(x) =2xIn(x) —2x ; x>0
a) Etudier la continuité de h au point 0
b) Etudier la dérivabilité de la fonction
h a gauche au point 0 puis interpréter
géométriquement le résultat.
c) La fonction h est-elle dérivable au
point 0? justifier.
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Examen national 2021 session rattrapage

On considere la fonction numérique h définie

sur |0; +oo[ par: h(x) =x +Inx

1) Montrer que h est strictement croissante
sur |0; +oo[

2) Déterminer h(]0; +oo|)

3) Déduire que I’équation h(x) = 0 admet
une unique solution a dans |0; +oo[

4) Démontrerque 0 < a <1

e 1\ 1
5) a) Vérifier que h (;) =a+-
P 1
b) Déduire que h (Z) > 2
Examen national 2020 session normale
On consideére la fonction numérique g définie
sur |0, +oo[ par g(x) = 2vx — 2 — In(x)

1) a) Montrer pour tout x de ]0, + [ que
Vx—1

gx) =
b) Montrer que g est croissante sur |1, +oo]
c) En déduire pour tout x de [1, + o[ que
0 < In(x) < 2Vx

(Remarquer que 2vx — 2 < 2+/x)
d) Montrer pour tout x de [1, +o[ que

(Inx )3 (Inx )3
0 S x2 xZ

<— et en déduire lim
\/_ X—+ 00

2) Montrer que G: x — Xx (—1 + 5\/} - ln(x))

est une primitive de g sur |0, + o[

Examen national 2019 session normale

Premiére partie :
Soit f la fonction numérique définie sur

10; +oo[ par; f(x) = x+ % — Inx + %(lnx)2 :

Et (C) sa courbe représentative dans un

repére orthonormé (0;;j) (unité: 1 cm).

1) Calculer li%l f(x) puis interpréter ce
X—

résultat géométriquement.
2) a) vérifie que pour tout x de |0; +oo[
f(x)=x +%+ (%lnx — 1) Inx

b) En déduire que xl—i>5-noo f(x) = +o0,
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c) Montrer que pour tous x de ]0; +oo[ :

(Inx)? Invz\ > . 1

— =4 (—ﬁ ) puis en déduire que
lim n0? _ 0

xX—-+oc0 X

d) Montrer que (C) admet au voisinage de +oo
une branche parabolique de direction
asymptotique la droite (A) d'équation y = x.
3.a) Vérifier que pour toutxde |0; 1] :
(x—1) +Inx <0 etque pour tout x de [1;+oo] :
x—1D+Inx=>0.

b) Montrer que pour tout x de ]0; +oo[ ,

, _x—1+Inx
fla)=——
c) Dresser le tableau de variations de f.
2—-Ilnx

4.a) Montrer que f "(x) =
10; +oof .

b) En déduire que (€ ) admet un point
d'inflexion dont on déterminera les coordonnées.
5.a) Montrer que pour tout x de ]0; +oo[

f (x)—x =
relative de (C) et (A).

b) Construire (A) et (€C) dans le méme repére
O;T; ).
6. a) Montrer que la fonction H : x » Inx — x est
une primitive de h : x = Inx sur |0; +oo[ .
Deuxieme partie :
Soit(u,,) une suite numérique définie par :
uyg=1etu,,1 = f(u,) pourtoutndeN.
1.a) Montrer par récurrence que 1 < u,, < e pour
toutn de N,

b) Montrer que la suite (u,) est croissante.

c) En déduire que la suite (u,) est convergente.
2. Calculer la limite de la suite (u,,).

— pour tout x de

% (Inx — 1)? et déduire la position

Examen national 2018 session rattrapage

I) Soit g la fonction définie sur |0, +oo[ par:
gx)= x3-1-2In*x+2Inx

Le tableau ci-contre
est le tableau de

() '
variations de la
fonction g sur |0, +oof

+io
g /"'
1) Calculer g(1)

2) A partir de ce tableau, déterminer le signe de
g(x) sue chacun des intervalles |0, 1] et
[1,+oo]

I1)On considere la fonction f définie sur

2
lI'intervalle ]0, +oo[ par: f(x) = x — % + % + (I"TX)
Soit (C) la courbe représentative de la fonction f
dans un repére orthonormé (0;7;j)

1) a) Vérifier que lilP f(x) = 4o
X—>+00

b) Montrer que la droite (D) d'équationy = x — %
est une asymptote a (€) au voisinage de +o
c) Déterminer la position relative de la droite (D)
et de la courbe (C)
2) Montrer que lilg}r f(x) = +oo etinterpréter

X—

géométriquement le résultat.
3) a) Montrer que f'(x) = )

= =5 pour toutx
appartenant a l'intervalle |0, +oo[
b) Montrer que la fonction f est décroissante sur
10, 1] et croissante sur [1, + oo
c) Dresser le tableau de variations de la fonction
f sur l'intervalle [0, +oo[
4) Construire dans le repére (0; i; ) la droite (D)
etla courbe (C) (unité: 1 cm)
II1) On considére la fonction numérique h définie
sur |0, 4+oo[ par: h(x) = f(x) — x
1) a) Vérifier que h(1) =0

b) Dans la figure ci-contre (Cp) estla
représentation graphique de h

Déterminer le signe de
h(x) sur chacun des
intervalles |0, 1]
et[1,+oo[ etdéduire
que f(x) < x pour tout x
de [1,+oo[ 4
2) On consideére la suite X :
(u,,) définie par: e —
ug = e ety = f(uy) -1 T3
,pour tout n de IN.

a) Montrer par récurrence que : 1 < u,, < e pour
tout n de IN.

b) Montrer que la suite (u,) est décroissante

(on pourra utiliser les résultat de la question
111)1)b))
c) En déduire que la suite (u,) est convergente

et déterminer sa limite

Y

3 ((;"h)

I
4
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Examen national 2017 session normale —

Partie I :On consideére la fonction g définie sur
10, +oo[par: g(x) =x* +x—2+2Inx

1. Calculer g(1)

2. En partant du tableau de variation de g

X 0 +co
g'(x) i
g0 | 1

Montrer que:

g(x) < 0 Pour tout x de |0, 1]

g(x) = 0 Pour tout x de [1, + o[

Partie I1 :0On considere la fonction f définie sur

10, +oo[ par: f(x) =x+ (1 — ;) Inx
(Cy) Estla courbe représentative de f dans un

repére orthonormé (0; 7; j) d’'unité 1cm
1. Montrer que lilgl f(x) = +oo etinterpréter le
X—

résultat géométriquement.
2.a. Montrer que lim f(x) = +o
X—>+o00

2.b. Montrer que (C;) admet une branche

parabolique de direction la droite (D) : y = x en +oo

9&x)
x2

3.a. Montrer que f'(x) = pour tout x € |0 + oo

3.b. Etudier les variations de f sur |0 + oo

3.c. Dresser son tableau de variation sur]0 + oo|.
4.a. Résoudre dans l'intervalle |0 + oo[ , 'équation
(1 - ;) Inx=0

4.b. En déduire que la courbe (C;) coupe la droite
(D) en deux points dont on déterminera les
coordonnées.

4.c. Montrer que f(x) < x pour tout x
appartenant a l'intervalle [1, 2], en déduire la
position relative de la courbe (C;) etla droite (D)
sur [1,2]

5. Tracer sur le méme repére(0;;J) , la droite
(D) etla courbe Cy.

Partie /11 :0On considere la suite (U,,) définie par
Uy=+V3etU,,, = f(U,) pourtoutn € N

1. Montrer par récurrence que pour toutn € N :
1<U,<2.

2. Montrer que la suite (U,) est décroissante.

3. En déduire que la suite (U,) est convergente et
calculer sa limite.
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Examen national 2016 session rattrapage

I) Soit g la fonction numérique définie sur
10; +oo[ par: g(x) = ; -1+ 2In(x).
Le tableau ci-

contre est le tableau |0 Il o0
de variations de la i) S S
fonction g sur oo too

1) Calculer g(1) .
2) Déduire a partir du tableau que :
g(x) > 0 pour tout x de ]0; +oo|

II) On considére la fonction numérique f définie
sur |0; +oo[ par: f(x) =3 —3x+ 2(x + 1)In(x).
et soit (C;) la courbe représentative de la
fonction f dans un repére orthonormé (0; ;)
(unité 2cm).
1.a) Montrer que gcl_%l f(x) = —co et donner une

x>0
interprétation géométrique a ce résultat.

b) Montrer que la droite (D) d’équation
y = 2x — 2 est une asymptote a la courbe (C;) au
voisinage de —oo.

2.a) Montrer que xl_l)ﬂ) f(x) =+ (pour
calculer cette limite on pourra écrire f(x) sous
forme f(x) =x E —-3+2 (1 + %) ln(x)].)

b) Montrer que la courbe (C;) admet une
branche parabolique de direction I'axe des
ordonnées au voisinage de +o .

3.a) Montrer: f'(x) = g(x) pour tout x de |0; +oo[

b) En déduire que la fonction f est strictement
croissante sur |0; +oo[ et dresser le tableau de

variations de la fonction f sur ]0; +oo|.
4.a) Montrer que I(1; 0) est un point d’inflexion
de la courbe (C) .

b) Montrer que : y = x — 1 est une équation
cartésienne de la droite (T) tangente a la courbe
(€) au point L.

c) Tracer dans le méme repére (0;1; j) la droite
(T) etla courbe (C;) dans le repére (0;7; j).

6) Résoudre graphiquement I'inéquation :

(x+ Din(x) = > (x - 1), x €]0; +oo]
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Examen national 2015 session rattrapage

I)Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par:
g(x)=1—-—x +xInx

1) a) Montrer que g'(x) = Inx; sur ]0; +ool.

b) Montrer que la fonction g est décroissante

sur |0; 1] et croissante sur [1; +oo].

2) Calculer g (1) et en déduire que :

g (x) = 0 pour tout x de ]0; +oo[ .

I ) Soit la fct f définie sur ]0; +oo[ par:

(x) =3 1 2Inx

f X) = 2 x

1) Montrer que lil(l)l+ f (x) = —o et interpréter
X—

géométriquement
2) Montrer que ligrn f (x) = 3 eten déduire la
x—+00

branche infinie de la courbe (C) au voisinage de
+ 00,

3)a) Montrer que f '(x) = 22 §x)

X
b) Interpréter géométriquement le résultat

f'(1) =0.

c) Montrer que la fonction f est croissante sur
10; +oo[

4)Tracer ( C)dans le repeére (0; ;7)) .

(On prend f (0,3) = 0).

5) Soit h la fonction définie sur R* par:

hx) =3 -5 -2

sur |0; +oo.

| x|

a) Montrer que la fonction h est paire et que
h(x) = f(x) pour tout x de ]0; +oo].

b) Construire, dans le méme repeére (0,7,)), la
courbe (C') représentant la fonction h

Examen national 2015 session Annulé

Soit la fonction f définie par:f(x) = x(1—11n x)

et (Cy)estla courbe de f dans un repére

orthonormé (0;1;j) d’'unité 2cm.

Partie |

1) Montrer que Dy = ]0,e[ U Je, +oo[

2)a) Calculer )}Hg f(x) et )}121_ f(x) puis donner
une interprétation géométrique des résultats.
b) Calculer: lim,_, ., f(x), puis en déduire que
la courbe (C f) admet une asymptote au
voisinage de +oo

c) Montrer que lim,_,+ f(x) = +oo puis

interpréter géométriquement ce résultat

3) a) Montrer que: f'(x) = xz(lh—l—l:x)Z pour tout

xde Dy
b) Montrer que la fonction f est décroissante
sur |0, 1] et croissante sur [1, e[ et sur |e, +oo|
c) Dresser le tableau de variations de la
fonction f sur Dy

Partie 11

On consideére la fonction g définie sur |0, +oo[
par: g(x) =1—x*(1 —Inx)

(Cg) estla courbe

représentative de
g dans un repere
orthonormé ( voir : '

figure ) " \

1)a) Déterminer

graphiquement le nombre de solutions de
I'équation: (E): x €]0,+o[;g(x) =0

b) On donne le tableau de valeurs:

x 2, 1 2, 2 2; 3 2’ 4
g(x) | —0,14 | —0,02 | 0,12 | 0,28
()]
2)a) Montrer que f(x) —x = - Pour tout x

de Dy .

b) Montrer que la droite (A ) d'équation y = x

coupe la courbe ( (s ) en deux points

d'abscisses respectives 1 et a.

c) A partir de la courbe (C g), déterminer le

signe de g sur [1; a] et montrer que

f(x) —x < 0 pour tout x de [1; a]

3)Construire dans le méme repére (0;;j) la

courbe (Cf) et la droite (A)

Partie III :

On consideére la suite (U,,) définie par:

Up=2etU,,1 = f(U, pourtoutn € N.

1) Montrer par récurrence que pour tout
neN;1<U,<a

2) Montrer que la suite (U,,) est décroissante.

3) En déduire que la suite (U,,) est convergente
et calculer sa limite.
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Examen national 2014session normale

I- Soit g la fonction numérique g définie sur

10, +oo[par:g (x) =1 —xlz+ Inx

1) Montrer que g'(x) = xz—s + % pour tout x de
10, +oo[ et en déduire que la fonction g est
croissante sur |0, +oo|.

2) Vérifier que g(1) = 0 puis en déduire que
g(x) < 0 pour tout x de ]0,1] et que g(x) =
0 pour tout x de [1, +oo].

II) On considére la fonction numérique f

définie sur |0, +oo[ par

f(x) =(1+1n x)?2 +xi2

soit (C) la courbe représentative de la
fonction f dans un repere orthonormé
(0,1,7). (unité 1cm)

1) Montrer que ,}L%!r f(x) = +o0 et donner

une interprétation géométrique de ce
résultat.
2) a) calculer lim f(x).
X—+ 00

2
b)Montrer que lim ain 07

= 0 (on pourra
X—>+ 00 X

poser t = /x ) puis montrer que :
lim [ = o.

X—+ 00 X
b)Déterminer la branche infinie de la courbe

(C) au voisinage de +oo.

3) a) Montrer que; f'(x) = ZgT(x) pour tout x
de ]0, +oo[ puis en déduire que la fonction
f estdécroissante sur |0, 1] et croissante
sur [1, +ool.

b) Dresser le tableau de variations de la

fonction f sur l'intervalle |0, +oo[ puis en

déduire que f(x) = 2 pour tout x de ]0, +|.

4) Construire (C) dans le repére (0,1,7) (On
admettra que la courbe (C) posséde un
seul point d’inflexion que I'on ne demande
pas de déterminer).
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Examen national 2013 session Rattrapage

I- On considére la fonction numérique g
définie sur l'intervalle |0, +oo[ par:

g(x)=x*—x—Inx
1)Vérifierque 2x* —x—-1=2x+1)(x - 1)
pour tout x de R

2x2—x—-1

2)Vérifier que g'(x) = pour tout x de
I'intervalle |0, +oo[ et en déduire que la
fonction g est décroissante sur l'intervalle
10,1] et qu'elle est croissante sur l'intervalle
[1, +oo]
3) Montrer que g(x) = 0 pour tout x de

10, +o[ (Remarquer que g(1) = 0)
II) Soit fla fonction numérique définie sur
10, +oo[ par: f(x) = x* —1 — (Inx)?
et soit (C) la courbe représentative de la
fonction f dans un repére orthonormé (0,7, ).
(unité 1cm)
1)a) Montrer que ,}L‘g& f(x) = —oo et donner

une interprétation géométrique de ce

résultat
f _

X

b)Montrer que liT f(x) = +ooet ligrn + 0
X—>+00 X—>+00

(Remarquer que f(x) = x? (1 - xiz B (ln_x)z)

X
c)En déduire que la courbe (C) admet, au
voisinage de +, une branche parabolique
dont on précisera la direction.

2)a) Montrer que; f'(x) = 2 (
x de |0, +oo[

x2—Inx

) pour tout

X

x%2-In x

b)Vérifier que % +1= pour tout x de

X
I'intervalle |0, +oo[ et en déduire que la

fonction f est croissante sur |0, +oo|

3)a) Montrer que y = 2x - 2 est une équation
cartésienne de la droite (T) tangente a la
courbe (C) au point 4 (1,0)

b)Construire, dans le méme repére (0,1,)), la
droite (T) etla courbe (C)

(On admettra que A est le seul point
d'inflexion de la courbe (C))
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Premieére partie :
On consideére la fonction g définie sur ]0, +oo[
par:

g(x) =x%—1+2x%Inx
1)Montrer que (x? — 1) et 2x* Inx ont le
méme signe sur 'intervalle ]0, 1]
puis en déduire que g(x) < 0 pout toutx de
10,1]
2)Montrer que (x> — 1) et 2x*Inx ontle
méme signe sur l'intervalle]1, + o[ et déduire
que : g(x) = 0 pout tout x de [1, + o[
Deuxieme partie :

On consideére la fonction f définie sur |0, +oo[
par: f(x) = (x? — 1) Inx. et soit (C) la courbe
représentative de f dans un repere
orthonormé (0,1,j) (unité est 3cm)

1)a- Montrer que : )!ng;r f(x) = +oo, puis
Interpréter géométriquement le résultat
obtenu.

b- Calculer lim f(x) puis montrer que

X—+ 00
. f
lim — =)

Xx—>+o0o X

= +o0

)lnx

et en déduire que la courbe (C) admet une
branche parabolique au voisinage de +oo

dont on précisera sa direction)
g( X)

f(x 2
(on pourra écrire Q sous la forme (
X

2)a- Montrer que ; f' (x) = == pour tout x de

10, +o[ etinterpréter geometrlquement le
résultat f' (1) =0

b) Déduire que la fonction f est décroissante
sur I'intervalle |0, 1] et croissante sur
I'intervalle [1, + oo

c) Donner le tableau de variation de la
fonction f sur |0, +oo[ puis montrer que

f(x) = 0 pour tout x de |0, +oo]

4)Construire (C) dans le repeére orthonormé

(0,L))

Sujets des examens nationaux

Logarithme népérien

Examen national 2012 session normale

2 Bac sciences
PC/SVT/ST

Page 08

Examen national 2011 session rattrapage

Premieére partie :
On considere la fonction g définie sur
I =1]0,+oo[ par:

gx) =x—1+In(x)
Premiere partie :

1)a) Montrer que: g'(x) = % pour tout x de I
b) Montrer que la fonction g est croissante
surl..
2) En déduire que:g(x) >0 sur[1;+x[ et
que g(x) < 0 sur]0;1].

(remarquer que g(1)=0).
Deuxiéme partie :
Soit la fonction numérique définie sur I par:

f(x) = (X; 1) Inx.

et Soit (C;) la courbe représentative de f dans

un repere orthonormé (O, It , T) (unité 1cm)

1)a) Montrer que LLH(} f(x) = +o0 et donner
x>0

une interprétation géométrique de ce

résultat.

b) Montrer que | 11m f(x) = +oo et lim ™ _o,

X—>+00 X
(remarquer que ﬁ = (E) I ).
c) En déduire que la courbe (C;) admet une
branche parabolique au voisinage de +co dont
on précisera sa direction
2)a) Montrer que f'(x) = pour tout x de I
b) En déduire que la fonctlon f est croissante
sur [1; +oo[ et décroissante sur |0 ; 1].
c) Dresser le tableau de variation de la
fonction f sur 1.
3)Construire (C;)( on admettra que la
courbe (C;) posséde un seul point d'inflexion
d’abscisse comprise entre 1,5 et 2).
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Examen national 2010 session rattrapage
I) On considere la fonction numérique g définie
sur |0; +oo[ par:
gx)=x3-—x—-2Inx+3
1)a) Vérifier que pour tout x de ]0; +oof.:
3x3—x-2=(x—-1)3x*+3x+2)

— 2
b) Montrer que g’'(x) = (x—1)(3x%+3x+2)

de |0; +oo[ .

- pour tout x

3x2+3x+2

2)a) Vérifier que
10; +oo[ .

b) En déduire que le signe de g'(x) est celui le
signe de x — 1 sur |0; +oo|.

3)a) Montrer que la fonction g est décroissante
sur |0; 1] et croissante sur [1; +oo].

b) Montrer que g(x) > 0 pour tout x de ]0; +oo[
(remarquer que g(1) > 0).

II)Soit f la fonction numérique définie sur

10 ; +oo[ par:

> 0 pour tout x de

x—1+Inx
fxX)=x—-1+ Xz

Soit (C) 1a courbe représentative de la fonction f
dans un repére orthonormé (0;7;j) (on prend
IZl = 1l = 1cm)

1)Montrer que f'(x) = 9x)

= x—3p0ul“ tout x de ]0 ) -|-OO[,

puis déduire que la fonction f est croissante sur

10 ; +oo|.

2)a) Monter que !Ci_r)l(} f(x) = —oo puis interpréter
x>0

géométriquement le résultat.

x—1+Inx .
Z = 0 puis que

b) Montrer que lil_El
X—>+00

Inx

lim f(x) = +oo (onrappelle que lim — = 0).
X—+00 x—+00 X

c) Montrer que la droite (A) d’équationy = x — 1
est une asymptote oblique de la courbe (C) au
voisinage de +oo.

3)Montrer que y = 3(x — 1) est une équation de
la droite tangente a la courbe (C) au point de
coordonné (1;0).

4)Construire la droite (A) etla courbe (C) (on
admet que la courbe (C) a un unique point
d’inflexion dont on ne demande pas de
déterminer )

2 Bac sciences
PC/SVT/ST
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Examen national 2008 session normale

I)On considere la fonction numérique g définie
sur |0, +oo[ par:g(x) = x — 2lnx
1)a) Calculer g'(x) pour tout x de ]0, + o[
b) Montrer que g est décroissante sur |0; 2] Et
est croissante sur [2; +oo|
2)En déduire que g(x) > 0 pour tout x de
10, +o[ (remarquer que g(2) > 0).
II) On consideére la fonction numérique f définie
sur l'intervalle ]0, +oo[ par: f(x) = x — (Inx)?

Soit (Cy) la courbe représentative de la
fonction f dans un repére orthonormé(0; ;)
1)Calculer )lcl_l)I}) f(x) puisinterpréter

x>0

géométriquement le résultat.

. Inx)?
2)a) Montrer que : lim {nxy”
X—+ 00 X

=0

(posert = \/E; on rappelle quetliIP l"Tt =0 )
b) en déduire que lil}_] f(x) = +o0 et que
X—+ 00

lim /2 =1

xXx—+o0 X
2
(Remarquer que f(x) =x (1 — (lnTx)))
c) Calculer liIP (f(x) — x) puis déduire que (Cy)
X—+ 00
admet une branche parabolique de direction la
droite (A) d’équation y = x au voisinage de +co.
d) Montrer que (Cy) se trouve au-dessous de la
droite (A).

3)a) Montrer que f'(x) = g pour tout x de

10, +o[ et montrer que f est strictement
croissante sur |0, +oo|.

b) Dresser le tableau de variation de f.

c) Montrer que y = x est’équation de la
tangente a (Cy) au point d’abscisse 1.

4) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une

seule solution « dans |0, +o[ et que % <a< %
(On admet que (In2)? < i).

5)Tracer la droite (A) etla courbe (Cf) dans le

repére (0;1;)).

(On admet que I(e; e — 1) est un point d’'inflexion

a (Cy) Onprendrae ~ 2.7)
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Partie I:

Le graphique i s 1 !
représente les f
courbes (Cg) et (Cp)
des fonctions

g:x - xet

h:x - 2(In x) — (In x)?
sur ]0, +oo[ dans un
meéme repere
orthonormé.

1)a) Justifier graphiquement que pour tout x
de )0, +oo[: g(x) — h(x) >0

La courbe (C,) se trouve au dessus de la courbe

-

-
IBF RREEE

° ] ‘ 3
| |
| |

~|+8=1 |

(Cp) et ne se coupent en aucun point par
conséquent pour tout x de 0, +o[: g(x) > h(x).
D'ou pour tout x de |0, +o[: g(x) — h(x) > 0.

b) Déduire que pour tout x de

2(In x)—(In x)2
10, +oo | 2R 2CR XS

D'apreés la question précédente on a pour tout x
de ]0, +oo[: g(x) > h(x), donc pour tout x de
10, +oo[: x* > h(x), d'ol pour tout x de

10,40 [ 22

<1

< 1. Par suite pour tout x de

10, +oo] :

toutx de 0, +oo[: x> > 0).

2) a) Vérifier que la fonction H: x » xln x — x

est une primitive de la fonction x = In x sur

I'intervalle |0, +o |,

La fonction H est dérivable sur l'intervalle

10, +c0 [ comme produit et somme de fonctions

dérivables sur |0, + [, et on a pour tout x de ]

0,+oo[; H'(x) = (x)'In x + x(In x)' — (x)’
=Inx+1-1=Inx

Alors la fonction H est une primitive de la

fonction x = In x sur |0, +oo.

b) Résoudre sur l'intervalle 0, +oo[ I'équation

h(x) = 0 et en déduire les deux points

d'intersection de la courbe (C;) avec I'axe des

abscisses.

Soit x €]0,+oo[h(x) =0 < 2ln x— (In x)2 =0

©Ilnx2-Inx)=0

w < 1.(Remarquons que pour

©Inx=0o0u2-Inx=0x=1ouln x =2
©x=1oux=¢e?

Donc S = {1, e?}.

Par conséquent la courbe (C},) coupe I'axe des
abscisses en deux points A(1, 0) et B(e?,0).
Partie II:

On considere la fonction numérique f définie
sur |0, +oo[ par: f(x) = x — %
Soit (C f) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (0;1,j).
1)a) Vérifier que xlilg)+ f(x) = —oo et donner une
interprétation géométrique de ce résultat.

Ona: lim (In x)? = (—0)2 = o0

et llm 1_ ~+o00,

x—0t x

Donc llm M = 400,

x-07t X

2
D'ou lim (x—M) =0— 00 =—o0,
x—0 X
Par suite lim f(x) = —oo.
x—0%t

2
% = 0 (On peut poser

b)Montrer que ligrn

x—+00

t = +/x), puis calculer lil}l f(x).
X—>+ 00

En appliquant le changement de variables

t=VJxet:=x

X—>+o=t-> 40

(ln(tz))

suivant: {

. In x)
Donc lim (—
X—+00 X

t—>+oo
. 4(Int? lnt
= lim —— = lim 4<—)
t—>+00 t t—>+o00 t

=4x02=0(car1im ‘“Tt=0)

t—>+o
] R _ (In x)*
Donc xl—ljl-noof(x) B xl—l>l:100 (x X )
=400 — 0 = +oo,
Alors lil:l f(x) = +oo.
xX—+00
c)Déduire que la droite d'équation y = x est
une asymptote oblique de ( ;) au voisinage de
400

2
Ona llm (f(x) —Xx) = llin ( %) = 0. Donc
X—>+00

111:1 (f (x) x) = 0. Par conséquent la droite
xX—+00

d'équation y = x est une asymptote oblique de
(Cf) au voisinage de +oo.
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2) a)Montrer que pour tout x de c) Montrer que f(x) < x pour tout x de |0, +oo].
— 2 2
10, +o0 |, f'(2) = 1 - 2 Soit x €]0, +oo [; f(x) = x — 2=
1 2
Soitx €]0, +[ona Donc Vx €]0, + [;f(x) —x = _{nx” or
2xInx 2 X
— — (In x) (In )2
ffx)y=1-—=2 e Vx €]0, +o[; > 0, alors
2In x — (In x)? Vx €]0, +oo; f(x) — x < 0.
=1- pw; D'oil Vx €]0, +oo[; f(x) < x

_ 2
D'ou Vx €]0, +o0 [;f’(x) =1- w
b) Montrer que la fonction f est strictement
croissante sur l'intervalle |0, +oo.

(On peut utiliser la question Partie 1-1-b)
. ’ 2In x—(In x)>2

Soitx de |0, +o0 [,f x)=1- — =

D'apres la question I-1-b,,ona Vx €

2In x—(In x)?2
10, +oo |: B

Vx €]0, +oo[, f'(x) > 0 par suite la fonction f est
strictement croissante sur |0, +oo.

3)a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet
une unique solution a dans |0, +oo|.

On a vu que la fonction f est continue et
strictement croissante sur |0, +oo[et0 €
f(]0,4+[) =] — 0,400 [, alors d'aprés un
corollaire du TVI, I'équation f(x) = 0 admet
une unique solution a dans |0, +oo.

< 1donc

b) Vérifier que e~! < a < 1 et montrer que

In (a) = —a.
Ona;
In (3_1)2 1 1-¢€
-1) — ,-1 _ ( -1l _
fleh)=e o1 e P e

Donc f(e™!) < 0, et f(1) = 1, donc f(1) > 0.
Alors f(e‘l) < f(a) < f(1) et comme f est
strictement croissante alorse™! < a < 1.
Etona

(In (a))?
=

& (In (@)? = (a)?
S (In(a) —a)(In(a) +a) =0
Sln(a)+a=0

© In (a) = —a(car In (a) — a # 0 puisque
In (a) <0 < a).
D'ouln a = —«a

fla)=ao a 0

d) Montrer que y = x est1'équation de la
tangente (T) a la courbe (C f) au point
d'abscisse 1

L'équation réduite de la tangente (T) ala
courbe (C f) au point d'abscisse 1 est:
y=fMkx-1+f),

Etcomme f(1)=1-0=1etf'(1)=1-0=1
Alors (T):y=x-1+1

D'ouy = x est1'équation de la tangente (T) a
(Cf) au point d'abscisse 1.

4)Le graphique représente la courbe (C f) dans
le repére orthonormé (0; 1, )

Soit @ la restriction de f sur l'intervalle |0, 1].

e [ | ')‘/‘*—'
{ { v’
| | 'l

| ”
— ' ‘ P o e et

e || AT
’

/*-!%d 3
| ”’ !
2 A (C)

i

-2

a) Montrer que ¢ admet une fonction
réciproque ¢! définie sur un intervalle | que
I'on déterminera.

On a la fonction f est continue et strictement
croissante sur |0, +o[, donc ¢ est continue et
strictement croissante sue l'intervalle ]0,1 ]
alors la fonction ¢ admet une fonction
réciproque ¢! définie sur I'intervalle

J = ¢(10,1]) =]J}ig1+f(x),f(1)] =] - 1]'



https://sante-tube.com/

https://sante-tube.com/

Correction des examens nationaux

Logarithme népérien

2 Bac sciences
PC/SVT/ST

Page 03

b) Montrer que ¢~ ! est dérivable en 0 et que

’ a
_1 0 —
(07) (0 = 5
Onaac€]0,1]etg(a) =0donce 1(0)=aet
Ona ¢ estderivableen a et :

_2In(a) —(In (a))?

¢'(a) =f(a) =1 @?
—2a - (@) _ —2-a 2+2a
(@ T a a

Et comme a > 0 alors ¢’ (a) # 0 par

conséquent la fonction ¢~ est dérivable en 0

-1\ 1 o«
etona ((p ) (0) = @~ Zeza

c) Recopier la courbe de ¢ et construire la
courbe de ¢~1 dans le repére (0;1,))

1 .

5 4 -3 -2 41 1
—— -1
.
— @ix)
— ' (x)
-4+
-5 1
Partie III:

Soit (u,,) la suite numérique définie par :

uy = eetu,,1 = f(u,) pour tout n de N.
1)Montrer par récurrence que 1 < u,, pour tout
nde N.

Pour n = 0 on uy = e donc uy, > 1. Hérédité :
Soit n € N supposons que u,, > 1 et montrons
que u,, 1 > 1.

D'apreés (HR) on a u,, > 1 et comme la fonction
f est strictement croissante sur R alors

f(u,) > f(1) doncu,,q > 1car f(1) = 1.
D'ouvn € N;u,, > 1.

2)a) Montrer que la suite (u,, ) est
décroissante. (On utilise la question Partie II-
3-c)

D'apres la question II-3-c.

OnaVvx €]0,+oo[; f(x) < x

Donc Vx €]1, +oo[; f(x) < x

Et on saitque Vn € N; u,, > 1,

Alors Vn € N; f(u,) < u,.

D'ouvn € N;u,,,1 < u,.

Par conséquent la suite (u,,) est décroissante.
b) En déduire que la suite (u,,) est convergente.
Puisque la suite ( u, ) est minorée par 1 et est
décroissante alors elle est convergente.

c) Déterminer la limite de la suite (u,,).

La suite (u,) est définie par:

uy = eetu,,1 = f(u,), pour toutn de N

f est continuesur |1, +oo|
f1, +oo) =]1, +o0o]

Uy €]1, +oo[

(u,,) estconvergente

la suite (u,) est la solution dans l'intervalle
[1,+oo[ de I'équation f(x) = x.

et , alors la limite de

Ona
In x)?
f(x)=x<:>x—( ) =
1 2
@(nx) —0
x
o (Inx)2=0
ox=1
Etcomme 1 € [1,+oo[ alors lim u, = 1.

n—+oo
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Soit f la fonction numérique définit sur

10, +oo[ par f(x) =2 —§+ (1 —Inx)?

Et (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (0,7,j) (unité: 1cm)
1)a) Vérifier que pour tout x € |0, + o] :

3x — 2 + 2xIn x + x(Inx)?
x

f&x) =

f(x) = 2—;+(1—lnx)2

_ 2x—2+x(1—Inx)?

x
2x — 2+ x(1 — 2In x + (Inx)?)
- x
2x — 2 + x — 2xIn x + x(Inx)?
- X
_ 3x—2—2xInx + x(Inx)?
x

b) Montrer que li%l x(Inx)2 =0
lim x(In x)? = lim ( Vx)? (In( Vx)?)?
x-07% x-07%
= lim (V%)* 2In NS
X
— lim (2 vXIn Vx)~
x-07%

Onpose X = Vx donc x = X? ;
or x>0t X -0t

: 2 _ 1 2 _
lim x(In x) —)}nggr 2XInX)* =0

x—07T

;(car lim XInX = 0)
X-0t
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. Inx)?2
Montrer que ; lim nx” _ 0
X—+ 00 X

Mmx? . (n V&)
= llm—2

X—+00 X X—+00 \/}

2
. (2In Vx )
lim 5

X—+0oo \/}
2
. (21n\/§>
= ll!'_n
X—+ 00
Vx

Onpose X = Vx donc x = X? ;

or x > +oo <= X - 4o

nx?_ (2111 &)2

x
~ lim (Zln X)2
X—>+00 X
=0
Car lim 2In X
x->4+00 X
c) En déduire que )!lrgi f(x) = —co puis

interpréter géométriquement le résultat

3x — 2 — 2xIn x + x(Inx)?

AR =

X
n _ 2"
= = —Q0O0
O+
Car: lim3x—2 = -2et lim x(Inx)2 =0
x-0% x-0t
limxinx=0;limlnx = - et limx =07
x—07T x—07T x—0

Donc la droite d’équation x = 0 c-a-dire 'axe

des abscisses est asymptotes verticale a (Cf)
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d) Calculer liin f(x) puis déterminer la

branche infinie de (C) au voisinage de +
lim
xX—+00

Car lim (1 —Inx)? = +oo et lim 2-0

X—+00 xX—+00 X

2
f(x) = lil_gl 2 —;+ (1-1Inx)? = +oo

3x—-2-2xIn x+x(In x)2

lim —) = lim d

X—+00 X

3x — 2 — 2xIn x + x(Inx)?

xX—+0oo x2

.3 2 2Inx (Inx)?
= lim ———— + =0
x>+0 X X X X
2
Car lim 3= lim = = 0; lim LI 0et
xX—+00 X X—+00 X X—+00
. 2Inx
lim =
X—+00 X
Dot lim ®=0
Xx—+oo X

Donc la courbe (Cf) admet une branche

parabolique suivant la droite (0Ox) voisinage

de +o

2) Montrer que f'(x) =

de l'intervalle 0, + oo

Rappel

¢ La fonction In est définit et dérivable
sur l'intervalle ]0, +oo[

2(1—x+xIn x)

2 pour tout x

e Pourtoutx de]0,+oo[: In'(x) ==

X

!
. G) = — xlz et (u") =nuu™!
La fonction f est dérivable sur I'intervalle

10, +o[ car c’est une somme et composée des
fonctions dérivables sur I'intervalle |0, +oo[

Soit x de I'intervalle ]0, +oo[
2
f'(x)= <2 — ;+ (1- lnx)z)’
1
=0+ ) +2(1 —1nx)’'(1 — Inx)?!

2 1
=—=-2x=-(1-Inx)
x x

2 2 2(1 —x+xInx)
:F—F(x—xlnx) =

xz

3) En exploitant le tableau de variation ci-
dessous, de la fonction dérivée f’ de f sur
10, +oo[

x [0 1 V;
+00 - ()

e ™

a) Prouver que f est strictement croissante
sur |0, +oo[ puis dresser le tableau de
variation de f

D’aprés le tableau on a 0 est une valeur

minimale de f’ sur I'intervalle |0, B[

DoncVx € 10,B8[: f'(x) =0

Etona f([B; +oo[) =]0; f'(B)]

Donc Vx € [B; +oo[: f'(x) > 0

Donc Vx € ]0,+o[: f'(x) = 0

Donc f est strictement croissante sur |0, +oo[

J'(x)

b) Donner le tableau de signe de la dérivée
seconde f" de lafonction f sur |0, +oo[

Ona f' eststrictement décroissante sur les

intervalles |0, 1[ et [B; +o[ donc

Donc Vx € ]0,1[ U [B; +oo[: f'(x) < 0

Ona f’ est strictement croissante sur les

intervalles [1; B[ donc

DoncVx € [L;B;[: f'(x) >0

D’oul le tableau de signe de f'' est:

fx) - D+ f =
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c) En déduire la concavité de la courbe (C) en
précisant les abscisses de ses deux points
d’inflexions

D’apres la question précédente on a :

de (

Onaf' s’annule en 1 eten f en changeantle
signe donc les points d’inflexion de (C) sont
les points d’abscisses 1 et

1) La courbe (Cg) ci-contre estla
représentation graphique de la fonction
g:x— f(x) —xetquis’annuleen a et 1
(a=0,3)

Soit (A) la droite d’équation y=x

-3

a) A partir de la courbe (C g) , déterminer le
signe de la fonction g sur |0, +oo[

La courbe (Cg) est au-dessus de I'axe des

abscisses sur l'intervalle[a; 1]

DoncVx € [a;1]: g(x) = 0

La courbe (Cg) est au-dessous de I’'axe des
abscisses sur |0, alet [1; + o]
DoncVx € |0,alVU [1;+x[:g(x) <0

b) Déduire que la droite (A) est en dessous de
(@) sur l'intervalle[«a; 1] et au-dessus de
(€C) sur les intervalles |0, a[et [1;+oo]

Onavx € [a;1]:9g(x) =0

DoncVvx € [a;1]: f(x) —x =0

Donc la droite (A) est en dessous de (C) sur

I'intervalle[a; 1]

Onavx € ]0,alVU [1;+o[:g(x) <0

DoncVx € 10,a[ U [1;+oo[: f(x) —x <0

Donc la droite (A) est en au-dessus de (C) sur

les intervalles |0, a[et [1; +oo[

5) Construire la courbe (C) et (A) dans le

repére (0,1,])

(onprend:a = 0,3 et f(B) ~1,9)

¥ /v

-~

/ (CP)

6) Vérifier que H: x — 2x — xIn(x) )est une
primitive de : x — 1 — In(x) sur [1; a]

La fonction x — 2x — xIn(x) est dérivable
sur [1; a] car c’est une somme de deux
fonctions dérivables sur [1; a]

ET ona;

H'(x) = (2x— xln(x))’

:2—(lnx+x><i)

=1-In(x)
Donc H: x — 2x — xIn(x) )est une primitive
de:x — 1 —In(x) sur[1;a
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7) Soit (u,,) la suite numérique définie par :
Uy € la; 1[ et u,,,; = f(u,) pour tout n de N

a) Montrer par récurrence que a <u, <1
pour tout n de N
» Pourn=0ona u,;€ |a;1|
La propriété est donc vraie pour n=0
» Soit n un entier naturel,
Supposons que a < u, < 1 et montrons
que a < u, .1 < 1.
On sait que la fonction f est strictement
croissante sur l'intervalle |a; 1]
eta<u,<1
a<u,<1= f(a)=< f(u, < f(1)

>asu,1<1

D'apres le principe de récurrence, on a:
(vneN) r a<u,<1

b) Montrer que la suite (u,) est croissante
(On peut utiliser la question 4)b))
b) Soit n un entier naturel,
Ona: (Vx € la; 1): f(x) = x, d’apres 4)b)
et u, € |a; 1] d’apres 7)a)
Donc on pose x = u,,
On trouve f(u,) =u,
Donc: u,,, = u,
D’ou la suite (un) est croissante

c) En déduire que la suite (u,,) est
convergente et calculer sa limite
la suite (un) est croissante et majorée par 1
donc elle est convergente.
e La fonction f est continue sur I'intervalle

Ja; 1] ; car elle est dérivable sur |a; 1]
e fle1D =Ja;1[ c Ja; 1]
e u,E€ ]]a; 1[[
e La suite (ux) est convergente
Alors la limite de la suite (u,) estL la
solution de I'équation f(x) =x
fW=x=f(x)—x=0
Sgx)=0 ;
Sx=1loux=a«a

Et comme la suite( un) est croissante
Donc la limite de la suite (u,) est 1

Examen national 2022 session rattrapage

Soit f la fonction numérique définit sur
fx) =x*(Inx—-1)%?; x>0

f(0)=0

1) Calculer li{rn f(x) puis déterminer la
X—+ 00

[0, +oo[ par {

branche infinie de (C) au voisinage de +o

lim f(x) = lim x*(Inx — 1)? = +

x—+o00 x—+co

Car lim x* = +o et lim In(x) = +o
X—+00 X—+ 00

. f) x*(Inx — 1)?
lim — = lim
x—-+o0 X X—+00 X
= lim x3(Inx — 1)? = +o
X—+00

Car lim x3 = +o et lim In(x) = +o
X—+ 00 X—+00

On a lim f(x) =4+ et lim IY — 4o donc

X—+ 00 x—>+oo0 X

(€¢) admet une branche parabolique de
direction (Oy) au voisinage de +oo
2) a) Montrer que f est continue a droite en 0
. R T 4 _ 2
Jip 1) = Jig *(Qnx — 1)
= lilgl+ x*((Inx)? = 2In(x) + 1)
X—
= lirg;r x*(xInx)? — 2x*In(x) +x* =0
X—
Car lim (xInx)2 =0 et limx*In(x) =0
x—-0% x-07%
et limx* =0
x—07%
Donc lim f(x) = f(0)
x-0%
D’ou f est continue a droite en 0

b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0
puis interpréter le résultat géométriquement
. f(x) = f(0) x*(Inx — 1)?
lim ——— == lim
x—0% x—0 x—0% X
= lil(g x3((Inx)? = 2In(x) + 1)
X—

= lil(l)!r x(xInx)? — 2x3In(x) +x3 =10
X—
Car lim (xInx)? = 0 et limx3In(x)
x-0t x-0%

=0 etlimx3=0
x—0t

Donc f est dérivable a droitede O et f,;,'(0) = 0
Interprétation géométrique :La courbe (C)
admet une demi-tangente horizontale a droite
du point 0(0 ;0)
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2) Mgf'(x) =2x3(Inx—1)(2Inx — 1)
On a la fonction f est dérivable sur |0, +oo[ car
c’est une composée et produit des fonctions
dérivable sur |0, +oo[
Soit x € |0, + oo
f'(®) = (x*(nx — 1)?)’

= 4x3(Inx — 1)? + 2x*(Inx — 1)/ (Inx — 1)

1
= 4x3(Inx — 1) + 2x* x s (Inx — 1)

=4x3(Inx — 1)% + 2x3(Inx — 1)
=2x3(Inx-1)2(nx—-1)+1)
=2x3(Inx-1)2Inx-1)
b) Dresser le tableau de variation de f
Soit x € ]0, +o[ donc2x3 >0
f(X)=0=2x3(Inx—1)2Inx—-1)=0
sln(x)—1=0ou2ln(x)—1=0
carx>0 < In(x) =1 ouln(x) = 1

2
1
Sx=eoux=ez ©ox=e oux=+e

x 0 Je e + o0
In(x)=1 - 0 + +
2In(x) -1 - ] - n
f'(x) + [} - +
Ve) +oo
/f( \
f(x) o
0 f(e) /

4)a) Sachant que f"(x) = 2x?(6Inx —5)Inx,
étudier le signe de f"(x) sur ]0,+oo[
Soit x € ]0, +[ donc2x? >0
f'(x) =0 2x?(6Inx—5)Inx =10
o 6ln(x)—5=0ouln(x)=0

5
@ln(x)=g oux=1x=es oux=1
x 0 1 et + o0
6In(x) -5 - 0 + +
In(x) - - 1] +
) 4 - ¥

b) Déduire que la courbe (€C) admet deux
points d’'inflexion dont on déterminera les
abscisses
On a f"' s’annule et change de signe

5
en es et en 1 donc (C) admet deux points

5

d’inflexion d’abscisses es et1

5)a) Construire la courbe (C)

B ‘ ' (&)

b) En utilisant la courbe (C), déterminer le
nombre de solutions de I'équation
Z®(Inx—-1)=-1

L'équation x%(In x — 1) = —1 est définitsi x €

10, +oo]

eplusonax*(lnx—1) <0donclnx—1 <0
onc0<x<e
oitx € 10, e[
*Inx-1)=-1x*(Inx-1) = -1
ext(lnx-1)?2%=1
s fx)=1

Donc le nombre de solutions de I'équation est

le nombre de points d’'intersection de(C) avec

la droite d’équation y = 1 dans |0, e[

D’ou I'équation x?(In x — 1) = —1 admet deux

solutions

On consideére la fonction g définit sur R par
g(x) = f(|x])

a) Montrer que la fonction g est pair
Soitx e R
Ona —x€eR
Etona: g(—x) = f(|-x|)
= |-x|*(In]-x| — 1)?
= |x[*(In|x| = 1)? = f(|x])
=g(x)
Donc la fonction g est paire
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b) Construire (Cg) la courbe représentative
de g dans le méme repére (0,7,))

> Si x€[0;+0o[ on a g(x) = f(x]) = f(x)
donc la courbe (Cg) est confondue avec la
courbe (C) de fsur [0; +oo[

> Etona lafonction g est paire donc (C,) est

symétrique par rapport a la droite (Oy)

‘ :

| | | -1 | | |
On consideére la fonction numérique h définie
sur |0; +oo[ par: h(x) = x +Inx
1)Montrer que h est strictement croissante
sur |0; +oo|
La fonction h est dérivable sur |0, +oo[ comme
somme de deux fonctions usuelles dérivables
Etpour toutx >0ona:
h'(x) = 1+i %> O(car:x > 0)
D'ou h est strictement croissante sur ]0, +o [
2 - Déterminons h(]0, +x|)
Puisque h est dérivable et strictement
croissante sur |0, +oo[
Alors est continue et strictement croissante
sur |0, +oo[
Donc h(]0, +oo[) =] lim h(x); lim h(x)[

x-07% x—+00

Etona limln (x) = —o et lim In (x) = 4+
x-07% x—>+400
Donc lim A(x) = limx + In (x) = —co et
x-0% x-0%
lim h(x) = lim x + In (x) = +oo0.
X—>+ 00 X—+ 00

D'out h(]0, +o0[) =] — o0, +0o[= R

3 - a) Déduisons que I'équation h(x) = 0
admet une solution unique a sur |0, +oo|
Comme h est continue et strictement
croissante sur |0, +oo[ et 0 € h(]0, +oo[) = R.
D'apres le T.V.I1'équation h(x) = 0 admet une
solution unique a dans |0, +oo|
b) Montronsque 0 < a <1
Ona lilggrh(x) =—ocoeth(l) =1donc0 €
X—
h(]0,1]) = h(] — 0, 1])
Alors a €]0, 1], par conséquent 0 < a < 1
L e 1\ 1
4 - a) Vérifions que h (;) =a+-
a est solution de I'équation h(x) = 0 donc
h(a)=0eoa+In(a) =0 a=-In(a
' (=1 N_1_
D'autre part: h (a) =+ In (a) == In (a).
+a
s b (D) = o 1
D'ou h (Z) =a+t-
, . 1
b) Déduisons que h (Z) > 2
1

_ (a-1)?

Onah(i)—2=a+;— =

a

. (a—1)?
Puisque ¢ > 0 et o # 1 alors —

D'ou h (i) > 2.

Examen national 2020 session normale

On consideére la fonction g définie sur |0, +oo[
par g(x) = 2v/x — 2 — In(x)

1)a) Montrer pour tout x de |0, +oo[ que

Vx—1

>0,

9'(x) =—

La fonction g est dérivable sur |0, +oo[ car
c’est une somme des fonctions dérivables sur
10, +oof

Soit x de |0, + oo

g'(x) = (2Vx - 2 — In(x))’

B 1 1
_ZXZE_;
1 1 Vx 1
“Jx x x x
Vx—1
- X
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b) Montrer que g est croissante sur [1,+oo|

Soit x de [1,+oo

Doncx >1 donc Vx>1 doncvVx—1>0

Vx -1
Donc g'(x) = o >0

Donc g est croissante sur [1, +oo[

c) En déduire pour tout x de [1, +oo[ que
0 <in(x) <2Vx

(Remarquer que 2vx — 2 < 2+/x)

Soit x de [1,+oo]

Doncx >1 donc g(x) = g(1) car g est
croissante sur [1,+o[ donc g(x) > 0
Donc2vVx—2—In(x) >0

Donc In(x) < 2v/x -2

Donc In(x) < 2x

Etonax >1 donc In(x) >0

Donc pour tout x de [1, +oo[ que

0 < In(x) <2Vx

d) Montrer pour tout x de [1, +o[ que

1 3
0< ( nx) < —eten déduire lim (nx)
\/_ X—+ 00 x2

Smtxde [1, +oo

On a 0<In(x) <2Vx
Donc0 < (Inx) 3 < (2Vx)3
Donc 0 < (Inx) 3 < 8/x3

Donc 0 < (Inx) 3 < 8xV/x
(Inx)3 B 8xVx
xZ

Donc 0 < 2
X

(lnx) <8

_\/E

; . . Inx )3
En déduire lim 2)
x—->+0 X

(lnx)

Donc 0 <

< < — — =
Onao \/Eetxl_l)ﬂof 0
Donc d’aprés théoreme de gendarme on a
. (Inx)3
lim =0

x>+o0 X2

2) Montrer que

G:x+— x (—1 + gﬁ — ln(x)) est une
primitive de g sur |0, +oo|

La fonction G est dérivable sur |0, +oo[ car
c’est une somme et produit des fonctions
dérivables sur |0, +oo][

Soit x de |0, +oo[

G'(x)=(x (—1 + 2\/} - ln(x)))’

=—1+f\/§—ln(x)+x(i—1

3 6Vx x
4 2
=—1+§\/}—IR(X)+§\/J—C—

=2vVx—In(x) —2 =gx)
Donc G est une primitive de g sur |0, +oo[

Examen national 2019 session normale

Premiére partie :
Soit f la fonction numérique définie sur

10; +oo[ par; f(x) =x+ % — Inx + %(lnx)2 :
1) Calculer lirg!r f(x) puis interpréter ce
X—

résultat géométriquement.

1
lngl f(x) = llm X+o- Inx + = (lnx)2

= +OO
Car: lim In(x) = - et lim(Inx)? = +»
x-0% x-0%
Donc la droite d’équation x = 0 c-a-dire 'axe
des abscisses est asymptotes verticale a (Cf)
2) a) vérifie que pour tout x de |0; +oo[ ,
1 (1
fx)=x +o+ (Elnx — 1) Inx
+1+(1l 1)1 = +1 l +1l z
x > 2nx nx=x 2 nx 2(nx)
= f(x)
b) En déduire que li{rn f(x) = +o0,
X—+ 00
1 1
limf(x) = limx+—-+ (—lnx — 1) Inx = +
X—+00 X—+00 2 2

Car lim In(x) = 4+ et lim x +§ =+

X—>+00 X—>+00

c) Montrer que pour tous x de ]|0; + oo

=0

2 2 2
(n0” — 4 (l"ﬁ) et déduire que lim ()

X \/} X—400 X

2
nx? _ (nvx)  @2lnvn) 4<1n \/§>2
X \/—;2 \/—;2 \/’;
Onpose X =+x donc x = X? ;
or x > +oo s X - oo
 mx?  {Invyx\
lim = lim4
X—+00 X X—+ 00 \/}
] 2In X\* . 2lnX
= 111:1( ) =0; Car 11131
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d) Montrer que (C) admet au voisinage de
+oco une branche parabolique de direction
asymptotique la droite (A) d'équation y = x

f(x) x + 21— Inx + 2 (Inx)?
* lim — = lim 2 2
X-+00 X X—+00 X
1 In(x Inx)?
= lim1+—-— ( )+( ) =1
X—+00 2x X 2x
. In(x) 1
Car: lim =0et lim—=0
X—+00 X x—+00 X
Inx)?
et lim ( ) =0
X—+00 X

. e e I 1 )
« lim f(x) — x xl—}-ll:lc}oz lnx+2(lnx)

X—+ 00

= lim %— Inx(1 — In(x)) =+

X—+ 00

Car lim Ilnx = +o

X—+ 00

Donc la courbe (Cf) admet une branche
parabolique suivant la droite (A) d'équation
y = x auvoisinage de +oo
3.a) Vérifier que pour toutxde ]0; 1] :
(x — 1) + Inx < 0 et que pour tout x de
[1;40[:(x—1)+Inx=>0.
Soitxde |0 ;1]
Onalnx<0et(x—1)<0
Donc(x—1)+Inx <0
Soit xde [1;+oo]
Onalnx>0et(x—1)=>0
Donc(x—1)+Inx >0

b) Montrer que pour tout x de ]0; +oof ,
fl(x) =
La fonction f est dérivable sur |0, + o[ comme

somme et quotient des fonctions dérivable
sur |0, +oo[

x—1+Inx

X

1
Rappel : (Inx)' = < (u™)’ = nu'u™®?!
Onaf(x) =x+ % — Inx +%(lnx)2 donc
1 1 1
f'x)=14+0—-——+-x2x-In(x)
X 2 X

1 Inx) x—-1+Inx
X X X

c) Dresser le tableau de variations de la
fonction f.

On a pour tout x de ]0; +oo[ , f'(x) = -

Etonapourxde|0;1]: (x—1)+Inx<0
Donc f est strictement décroissante sur |0 ; 1]
etpourtoutxde[1;+oo[: (x—1)+Inx =0
Donc f est strictement croissante sur [1 ; +oo[
On dresse le tableau de variations de f

r |0 1 +00
f@| - 0+
00 00

\\3/2 7

2—-Inx

x—1+Inx

4. a) Montrer que f "(x) =

x2
x—1+Inx

Soit x € ]0; +oo[ ,ona f'(x) =

X
La fonction f’ est dérivable sur ]0; +oo[ car
c’est une quotient des fonction dérivable sur
10; +oo[

N x—1+Inx],
fre) = [—=
x—1+Inx)x—(x—1+Inx)
(1+1)x—x+1—ln(x)
X
= "
x+1—-x+1-Ilnx 2-Inx

b) En déduire que (€ ) admet un point
d'inflexion dont on déterminera les
coordonnées.

Ona f"(x) = Z_xlznx pour tout x de ]0; +oo[ .
r |0 2 +00
2—inx | -+ ﬂ) —

Donc f " s’annule et change de signe en e?
Donc I(e?; f(e?)) cest-a-dire I (e2 je? + %) point

inflexion de la courbe (C)
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5.a) Montrer que pour tout x de |0; +oo[
J(x)—x = %(lnx — 1)? et déduire la

position relative de (C) et (4) .

1 1
flx) —x= 5~ Inx + E(lnx)2
= %(1 — 2Ilnx + (Inx)?)

1 1
=E(1—lnx)2 =E(lnx— 1)2>0

Donc la courbe (C) est en dessus de la droite

(A) sur ]0; +oo[

Deplus f(x) —x=0< (Inx — 1)2=0

Sx=e

Donc la courbe (C) est tangente a la droite (A)

au point A(e ; e)

2) Construire (A) et (€) dans le méme repeére
;L))

10

\0

i

/

N

= oA
t t
\ o
+ R
N\
-+ ..\\.\'.“

6) Montrer H: x — xIn (x) — x estune
primitive de la fonction h:x — In (x)
On a fonction H est dérivable sur |1, +oo[
H (x) = (xln (x) — x)

1
=1><ln(x)+x><;—1=ln(x)+1—1

= In(x)
Donc H: x — xIn (x) — x estune primitive
de la fonction h:x — In (x) sur ]1,+oo[

Deuxiéme partie :
Soit(u,,) une suite numérique définie par:
uy, =1etu,,; = f(u,) pourtoutndeN.
1.a) Montrer par récurrenceque 1 <u, <e
pour tout n de N.
» Pourn=0ona 1< uy,=1<e
La propriété est donc vraie pourn=0
» Soit n un entier naturel,
Supposons que 1 < u, < e etmontrons
que 1< u,,4<e.
On sait que la fonction f est strictement
croissante sur l'intervalle [1;e] et

1< u,<e, donc;

1<u,<e=1< f(u, < f(e)

3
ﬁisun.klse

=1<u,1<e

D'apres le principe de récurrence, on a :
(vheN) 1< u,<e

b) Montrer que la suite (u,) est croissante.
Soit n un entier naturel,
Ona:(Vxe[l;e]): f(x)—x =0
et u, € [1;e]
Donconpose x= u,
On trouve f(u,) —u, = 0donc f(u,) =>u,
Donc: u,,4 =u,;
D’ou la suite (un) estcroissante

c) déduire que la suite (u,,) est convergente.
La suite (u.) est croissante et majorée par e
donc elle est convergente.
2) Calculer la limite de la suite (u,).
e La fonction f est continue sur I'intervalle

[1; e] ; car elle est dérivable sur [1; e]

o f(LeD) =1f(0); fAna)[ = [3;e| c[L;e]
e u,=1€(1;e]
e La suite (un) est convergente

Alors la limite de la suite (u,) estL la
solution de I'équation f(x) = x

f(x) =x<=>%(lnx— 1)2=0

sinx)=1 © x=e,
Donc la limite de la suite (u,) est e
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I) Soit g la fonction définie sur ]0,+oo[ par:

gx)= x3-1-2n*>x+2Inx

Le tableau ci-contre est le tableau de

variations de la x 0 oo
a'(x) +

fonction g sur

10, +oof . "
1)Calculer g(1) -

Ona:g(1)=1>-1-2In21+2ln1=0

2 - Déterminons le signe de g(x) sur chacun

des intervalles ]0; 1] et [1; +oo[ :

D'apres le tableau de variation de g; la

fonction est strictement croissante sur

]0; +o[ et commeona g(1) = 0 alorsona:
(Vx€]0;1) =x<1=g(x) <0,et (Vx

E[L,+0)=>x=>21=g(x) = 0.

Partie II

f définie sur l'intervalle ]0, + [ par:
In x\2

f0 =x—3+-—+ (=)

1-a) Verlflons que. 111+n f(x) =+
X—+00

Ona: lim f(x) = lim

1+ 1 +(lnx 2
x—>+00 sy 2 2x2 x)

( lim f(x) = 4+

X—+00

1 In x\?
Car: lim —— =0 et lim (—) =0
x>+ 2X x>+ \ X
b) Montrons que la droite ( D ) d'équation
1 \
y = x — estune asymptote a la courbe (C)

au voisinage +oo :

s 19~ (x-2) - i (e + () o

lim

D’'ou la droite (D) d'équation: y = x — % est
une asymptote oblique a la courbe ( C) au
voisinage de +oo.

c) Déterminons la position relative de la
droite (D) etla courbe (C):

Soit (x €]0; +0|)

Etudions le signe de f(x) — (x - %) :

oo (r-3)= (g+ (%) ) >

On en déduit que la courbe(C) est au-dessus
de la droite (D) sur |0; +o[.

2 - Montrons que li%lf(x) = +oo et
X—

interprétons le résultat géométriquement :

. BT 1 1 In x)?2
Ona: lim £o) = Jim (x =3+ 25+ (%))
(ln x)2
—_— — +oo
x
Interprétation géométrique :
La courbe(C) admet I'axe des ordonnées
comme asymptote horizontale au voisinage de
“+ 00

lim f(x) = +oo

1
11m — = 4o et lim

(Car: ) lim

3 - a) Montrons que f'(x) = g( ) == pour tout x de

I'intervalle ]0; +oo[
Soit x €]0; +oo]|

ro=(c=jaa(3))

- (sz)z (ln x) (ln x)

x3 4 ;xx—lnx In x
=—— 2 X
x3 4x3+ x? x
x—1 2(1—1nx)><lnx
x3 x3
x3—1-2In? x+2lnx g(x)

Donc: (Vx €]0; +oo[) f'(x) = %

b) Montrons que la fonction f est décroissante
sur |0; 1] et croissante sur [1; +oo|.
D'apres la question Partie I-2- on a:

e (Vx€]0;1]) g(x) <0 Donc: f'(x) < 0.

e (Vx€[1;,4x])g(x) = 0Doncf'(x) = 0.
D'ou la fonction f est décroissante sur
I'intervalle ]0, 1 ] et croissante sur l'intervalle
[1, +ool.

c) Dresser le tableau de variations de la
fonction f sur l'intervalle 0, +oo[

x LA 1 +oo
£ | - 0 +
+oo - “+oo
Fz) T~
—1
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4) Construire dans le repére (0; 7;j) la droite || 2 -Soit La suite numérique (U,,) définie par :

(D) etla courbe (C) (unité: 1 cm)

III) On considere la fonction numérique
h définie sur |0,+oo[ par: h(x) = f(x) — x
1) a) Vérifier que h(1) =0
b) Dans la figure ci-contre (Cj) estla
représentation graphique de h
Déterminer le signe de Y
h(x) sur chacun des
intervalles |0, 1]
et[1,+oo[ etdéduireque *]
f(x) < x pour tout x de y

((;‘,h)

3

[1, +oo[
On a la courbe de h est en i
dessus de (0x) sur i | ¥==3

I'intervalle |0, 1]. Donc

h(x) = 0 sur' intervalle |0, 1].

On a la courbe de h est en dessous de (0Ox) sur
I'intervalle

[1, +oo .

Donc h(x) < 0 sur 1' intervalle [1, +oo [.

On en déduit que pour tout x dans l'intervalle
[1,+o[ona: f(x) —x<0.

D’ou pour tout x dans l'intervalle [1, +oo[ on
a: f(x) <x.

Up=¢e
{Un+1 = f(Uy) (Yn € IN)

a) Montrons par récurrenceque 1 < U, < e
pour tout entier naturel n.
Pourn =00na:1 < Uy, =e < eDoncla
propriété est vraie pour est vraie pour n = 0.
Soitn € IN, Supposonsque:1 < U, <eet
montronsque:0<U,,; < e
Ona:1 < U, < e etcomme f est croissante
sur[1,+oo[alors:
1<U, <e=f(1) < f(U,) < f(e)

=>1< Uy <f(e)<e(Vxe[l+x
Donc:0<U,,;<e
On a montré par récurrenceque 1 < U, <e
pour tout entier naturel n.
c) Montrons que la suite (u, ) est
décroissante.
(D'apres la question Partie III-1-b))on a:
h(x) <Osur[1,+o][.
Etcomme 1 < U, < e; alors:
hiU)<0sfU,)-U,<0
Donc: (vn€IN)U,,1 < U,
D'ou la suite ( U, ) est décroissante.
d) Déduisons que la suite (u,, ) est
convergente et déterminons sa limite .
La suite ( U,, ) est minorée par 1 et
décroissante donc elle est convergente.
Ona:
(f(U,) = Upyq
f([Le]) c[1;e]
f est continue sur [1; e]
Uy € [1;€]
(U,,) est convergente

A

\
Donc la limite de la suite

L est solution de I'équation f(x) = x
fx)=x< h(x)=0

D'apres le graphique de h,

On a x = 1 estla seule solution

D'ou: lim U, = 1.
n—-+oo
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On consideére la fonction g définie sur |0, + o[

par:g(x) =x*+x—-2+2Inx

1. Calculer g(1)
g1)=12+1-2+2In1=0

2. En partant du tableau de variation de g
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Ci-contre,

X 0 +00
g'(x) ¥
-0
Montrer g(x) /
que: e )

g(x) < 0 Pour tout x de ]0,1]
g(x) = 0 Pour tout x de [1, +oo[
Soit: x€]0;1]
x€]0;1]= x<1
et g est str croissante sur]0; 1]
= g(x) < g(1)
= gx)<0
Soit: x € [1;+o]
x€E[1l,+0[= 1<x
et g est str croissante sur|a; +oo|
= g(1) <gX)

= 0<g(x)

On dresse le tableau de signe de g sur ]0; +oo[
X 0 1 +o0
g | - 0 +

Partie 11 :

On consideére la fonction f définie sur |0, +oo[

par: f(x) =x+ (1 —i)lnx

1. Montrer que ,!L%l f(x) = 400 etinterpréter

le résultat géométriquement.

Onalimy-of(x) = limy-ox + (1 — E) Inx=0
x>0 x>0

Car lim,_o (1 — E) = —oo et limy-oln (x) = —o0
x>0 . x>0

Interprétation géométrique:
la courbe (C) admet a droite en 0 une
asymptote verticale d'équation x = 0.

2)a) Montrons que: lim,_,, ., f(x) = +co.

2
lim, ., f(x) = lim,_, X + (1 _ ;) In x

. 2\In x
=time o (14 (1-3) 57)

= 4o

Car lim,_, (1 — E) =(1-0)=1et

X
In (x)

0

b) Montrons que la courbe (C) admet au
voisinage de +oo une branche parabolique de
direction asymptotique celle de la droite (D)
d'équation y = x.

lim, o f(x) =+

lim,_

(x+(1-%)mx)

lim @ = lim
X—+00 x X—+00 x
] 2\In x
=tim,..... (1+(1-7) =) =1
2
lim,, . f(x) —x=1lim,_, (1 — ;) In x
= 400

Car lim,_ ,In x = 4+ etlim,_,, % =0

Ainsi la courbe (€) admet au voisinage de +oo
une branche parabolique de direction
asymptotique celle de la droite (D)
d'équation y = x.

3) a) Montrons que f'(x) = %, pour tout x

appartient a I'intervalle ]0, +oo|.
Soit x €]0; +oo[, on a f est dérivable sur
]0; +oo[ de plus:

ff(x) = (x + (1 —;) In x),

2 2\ 1
=1+—1In x+(1——)—
X

x/ x
1+—1 +1 2
x2 x x2
_x2+x—2+21nx

x2
_g)
==
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b) Montrons que f est décroissante sur
I'intervalle |0; 1] et croissante sur l'intervalle

[1; +ool.
Onaf(x) = %, donc le signe de f' est celui
deg.

D'apres la question I-2 on a

vx €]0;1]; g(x) < 0etVx € [1;,+0[;g(x) =0
Donc

vx €]0;1]; f'(x) < 0etVx € [1;+o[; f'(x) =0
Ainsi f est décroissante sur l'intervalle ]0; 1]
et croissante sur l'intervalle [1; +oo

c) Dressons le tableau de variations de f sur
I'intervalle |0, +oo].

A 1 o

f'(=) - 7+

m\l/m

4)a) Résolvons dans l'intervalle ]0, +oo[

f(=)

‘2 . (4 2 _
lequatlon.(l x) In x = 0.
Soitx > 0,0na:
2 2
(1——)lnx=0 1——=0o0ulnx=0
X X

x—2

PR =0oux=e’

x
Sx=2o0ux=1
D'ou I'équation (1 - %) In x = 0 admet deux
solutions dans |0, +oo[ quisont1 et 2.
b) Déduisons que la courbe (C) coupe la
droite (D) en deux points dont on
déterminera les coordonnées.

f-x=(1-2)Inx
Douf(x)—x=0x=2o0ux=1

Ainsi la courbe (C) coupe la droite (D) en
deux points A(1,1) et B(2,2)

c) Montrons que f(x) < x pour tout x € [1; 2]
et déduisons la position relative de la courbe
(C) etla droite (D) sur l'intervalle [1, 2].

Onaf(x)—x= (1 — z) In x le tableau de

signe_de f (x) —xest:

x 0 1 2 +00
2 a :
1—--= - i - 0 +
I H :
Inz - 0 o+ i+
flz) —z + 8 - 0 +

Ainsi la courbe (C) est au dessous de la droite
(D) sur l'intervalle [1, 2].

5)Tracons sur le méme repeére (0;1;)), la
droite (D) etla courbe (C) (On admettra que
la courbe (C) posséde un seul point
d'inflexion dont I'abscisse est comprise entre
2.4et2.5).

L
i

(¢)
_.6 o B

(D)

I
[

o 1 2 3 4 6 T
/. IR

III- On consideére la suite numérique (u, )

définie par :u, = V3 etu,,; = f(u,) pour tout
entier naturel n.

1)Montrons par récurrence que

1 < u, < 2 pour tout entier naturel n.
Pour n=0 onauy, = V3donc1l<u, <2
Donc la proposition est vraie pour n=0

Soit n un entier naturel, supposons
1<u,<2etmontronsquel <u, <2
Onal < u, < 2est f strictement croissante
sur [1,2] donc f(1) < f(u,) < f(2)
D'oul<u,, <2

Car f(1) =1,f(2) =2et f(Un) = Up+1
Finalement 1 < u,, < 2 pour tout entier
naturel n.
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2) Montrons que la suite (u, ) est IT) Soit la fct f définie sur |0; +oo[ par:
décroissante. 1 2Inx
D'apres la question II-4)c) f(x) < x pour tout fo) =3 - X2 x
x € [1;2] 1) Montrer que )!ir(gf (x) = —oo et interpréter
Or d'apres la question précédente on a géométriquement
vneN;1 <u, <2 1 2Inx
Donc vn € N; f(u,) < u, lim f(x) = lim 3 — 2  x
D'ouvn € N;u,,, <u,  3x* —-1-2xInx
Ainsi la suite ( u, ) est décroissante - ;}il(}l x2 -
3) Déduisons que la suite (u,,) est (Car: 9_{133)(2 —1=-1et )}LI(}) xInx=0
convergente puis déterminons sa limite. Et ,}Ll(}l xlz — 4o

Ona f continue sur [1,2] et f(I) c I etuy €1

et comme la suite (u,) est décroissante et

minorée par 1 alors elle est convergente.

De plus sa limite est une solution de

I'équation f(x) = x

Or d'apres la question I1-4-b

fx)=xo=x=1oux=2

Or (u, ) est décroissante Alors limu,, = 1

" Examen national 2016 session rattrapage

I)Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par :
gx)=1-x +xInx.

1) a) Montrer que g'(x) = Inx; sur ]0; +oo[

gxX)=1A-x+xln x)) =—-1+x'In x + x(In x)’

1
=—1+1In x+x><;:—1+ln x+1=Inx

Donc: Vx €]0; +[; g'(x) =In x

b) Montrons que g est décroissante sur ]0; 1]

et croissante sur [1; +oo].

Le signe de g'(x) c'estle signe de I n x, et

puisque Vx €]0;1]; In x < 0;

Alors Vx €]0;1]; g'(x) <0

Donc g est décroissante sur |0; 1]

et puisque Vx € [1; +oo[; In x > 0;

Alors Vx € [1; +oo[; g'(x) = 0

Donc g croissante sur [1; +oo].

2 - Calculons g(1) et déduisons que g(x) = 0

pour tout x de |0; +oo].
g1=1-14+1XxIn1=1-1+1x0=0

et puisque g admet un minimum au 1;

Alors Vx €]0; +oo[; g(x) = g(1)

Donc: Vx €]0; +oo[; g(x) =0

Interprétation géométrique :

la droite d'équation x = 0 est asymptote
verticale a la courbe (C).

2 - Montrons que lim,_,, .. f(x) = 3 et
déduisons la branche infinie de la courbe (C)

au voisinage de +o

1 2lnx
lim f(x) = lim 3 —— — =3

xX—+00 X—+00 xZ X

. 1 . In x
(Car: lim =0 et lim — =
xX—>+00 X xX—>+o0 X

Interprétation géométrique :
la droite d'équation y = 3 est asymptote
horizontale a la courbe (C) au voisinage de

0)

+ o0
3 - a) Montrons que f'(x) = Zig"’ pour tout x
de ]0; +oof.
, 1 2Inx
r@=(3-5-=-)
2x (In x)'x — (In x)x’
x* x?
2 (1-1n x)
x3 x?
2 2-2Inx
a8 x?
_2-2x+2xInx
X3
_2(1—-x+xIn x)
X3
_29()
X3
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b) Interprétation géométrique du résultat Montrons que h(x) = f(x) pour tout x de
f'(1)=0. 10; +oo] :
Onaf'(1) = 29—1(1) = 0 et comme f(1) = 2, Soit x de |0; +oo[,ona:
Donc: (C) admet une tangente horizontale h(x)=3 - lz _In ()
(T) au point (1, 2). xl ler:d(x)
c) Montrons que la fonction f est croissante =3 - Z  x
sur |0; +oo. = f(x)
Ona:Vx €]0; +o [; f(x)= zi—(;)- Car:Vx €]0; +oo[; |x] = x etIn (x%) = 2In (x).

Soit x de ]0; +o[ ,onax3 > 0.

et d'apres la question 2) partiel,

Ona:Vvx €]0; +oof; g(x) = 0.

Donc Vx €]0; +oo[; f'(x) = 0.

Donc : la fonction f est croissante sur |0; +oof.
4 - Construisons, dans le repére (0,7,)), la
courbe (C).(On prendra f(0,3) = 0)

(C") (T) (C)

(y=3)

6 - Soit h la fonction numérique définie sur R*
1 In (x?%

par: h(x) =3 _;_I(TI)'

a) Montrons que la fonction h est paire et que

h(x) = f(x) pour tout x de ]0; +o|.

Montrons que la fonction h est paire :

OnaD, =R,

Donc pour tout x de R*, ona —x € R".

Soit x de R*.On a:

1 In((—x)?)

h(—x)=3 —

0% |-«
B 1 In (x?)
2T
= h(x)

Alors h(—x) = h(x) pour tout x de D;. Donc la
fonction h est paire

Donc h(x) = f(x) pour tout x de ]0; +oo[

b) Construisons, dans le méme repére (0,7, /),
la courbe (C') représentant la fonction h.

On a: h(x) = f(x) pour tout x de ]0; +oo[
Donc la courbe (C') c'estla courbe (C) sur

10; +ool.

Et on a la fonction h est paire, alors sa courbe
est symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées . (voir le figure)

Correction du probléme d’examen 2015

session annulée
On considere la fonction f a variable réelle
1
x(1-In x)
et (Cy)estla courbe représentative de f

définie par:f(x) =

dans un repére orthonormé (0 G T E)
d'unité 2cm.

Partie |

1)Soit Df le domaine de définition de la
fonction f . Montrer que Dy = ]0,e[ U
Je, +oof

X€EDf= (x>0 et x(1—1n x) #0)

Sx>0etx#0etl1—-Inx+#0
Sx>0etIlnx#Ine
Sx>0etx+e

© x €]0,e[U]e, +oo]

Donc: Dy =]0, e[U]e, +oo[
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2)a) Calculer lim f(x) et lim f(x) puis

donner une interprétation géométrique des
résultats.

On détermine le signede 1 — In x
1-Inx>0 ©<1=>Inx
lne>Inx

Se=x
& 0 e 4o
l—Inr + U -
lim,_ .+ f(x) = lim,_+ L = _cocar
x(1-In x)

lim, ,.+1—In x=0"etlim,_.+x=¢e

1
x(1-In x)
lim, ,.-1—In x=0%etlim,_.-x=¢e
Interpréter géométriquement ces deux
résultats :
Ona:
lim,_ .+ f(x) = —o etlim,_.- f(x) = +o0
D'ou la droite (D) d'équation x = e est une
asymptote verticale a Cy.

lim,_ .- f(x) = lim,_,- = +oo car

b) Calculer: lim,_,, , f(x), puis en déduire
que la courbe (C f) admet une asymptote au
voisinage de +oco dont on déterminera sa
direction.
Calculer lim,_, ., f(x)

xl—ljlgof(x) - xl—l>l4p00 x(l —In X)

=0car lim1—In x= -
X—+00

D'ou:lim,_, . f(x) =0

Interpréter géométriquement ce résultat :
Onalim,_ ,f(x)=0

D'ou (C f) admet une asymptote horizontale
d'équation y = 0 au voisinage de +oo

c) Montrer que lim, _,+ f(x) = 400 puis
interpréter géométriquement ce résultat
Montrer que lim,_+ f(x) = +

. . . 1
;}L%l’rf(x) = lm x(1—1nx) a}lltl)lx—xln - T

Car limxInx =0 et lim —xIln x = 0%et lim x = 0%
x-0t x-07t x—-07t

Interpréter géométriquement ce résultat
Onalim,_,+f(x) = 4o
D'oi la courbe (C;) admet une asymptote

verticale d'équation x = 0

3) a) Montrer que: f'(x) = x2(1lf—1§x)2 pour tout

xde Dy
On a la fonction f est dérivable sur D car elle

est le produit et quotient de plusieurs
fonctions dérivables sur Dy

Ona:

1
fe= (x(l —In x))
_ —(x(1 —-1n x))’
~ (x(1-1n x))2
1—-1In x+xx(—i)
(x(1 —In x))?
—In x B In x
T x2(1—In x)2 x2(1—1In x)?

Donc: f'(x) = In x

!

Zaino? pour tout x de Dy

b) Montrer que la fonction f est décroissante
sur |0, 1] et croissante sur [1, e[ et sur |e, +oo]
Le signe de f'(x) estle signe de In x sur Dy.
Sachant que : In x < O sur l'intervalle 0, 1]
donc f'(x) < 0 d'ou f est strictement
décroissante sur |0, 1].

Sachant que :In x > O sur l'intervalle

[1,4+00[ donc f'(x) = 0 sur chacun des
intervalles [1,e[ et Je, +oo[ d'ou f est
strictement croissante sur chacun des
intervalles [1, e[ et |e, +o|.

c) Dresser le tableau de variations de la
fonction f sur D,

T 0 1 e +o

; :
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Partie I1
On consideére la fonction g définie sur |0, +oo[
par: g(x) =1—x*(1 —Inx)

(Cg) estla courbe

représentativede .

g dans un repeére

orthonormé ( voir 1 \

figure ) 5 3

1)a) Déterminer

graphiquement le nombre de solutions de
I'équation: (E):x €]0,+xo[;g(x) =0

On cherche I'intersection de la courbe (C,)
avec I'axe des abscisses, graphiquement le
nombre des points d'intersection est 2.
Donc : I'équation (E) a deux solutions.

b) On donne le tableau de valeurs :

X 2,1 2,2 2,3 2,4

g(x) | 0,14 | —0,02| 0,12 | 0,28

Graphiquement la fonction g est continue sur
I'intervalle [2, 2; 2, 3].

D'apres le tableau :
912,2)xg9(2,3)=-0,02x%x0,12 < 0.

En appliquant le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe un réel a de ]2,2; 2,3
[telque: g(a) =0

Donc : I'équation (E) admet une solution « tel
que:2,2<a<23

2)a) Montrer que f(x) —x = % pour
tout x de Dy .
1
f) —x= x(1—1n x)_x
1—x%(1—1n x)
- x(1—1In x)
_ 9™
x(1—1In x)
Donc: f(x) —x = %pour tout x de Dy

b) Montrer que la droite ( A ) d'équation y =
x coupe la courbe ( ;) en deux points
d'abscisses respectives 1 et a.

On étudie l'intersection de la courbe (C;) et
la droite d'équation y = x, pour cela on
résout I'équation: f(x) = x pour tout x € D¢
fX)=x ©f(x)—x=0
g(x)
x(1—-1In x)
©gx)=0
Graphiquement on a deux solutions et
d'apres ce qui précede g(a) = 0etg(1) = 0.
Donc La droite (A) d'équation : y = x coupe la
courbe (C f) en deux points respectives
d'abscisses 1 et a.
c) A partir de la courbe (C g), déterminer le
signe de g sur [1; a] et montrer que
f(x) —x < 0 pour tout x de [1; ]
Déterminer le signe de g sur [1; a] :
Sur I'intervalle [1; a] : on a la courbe (C,) est
au-dessous de I'axe des abscisses, d'ou g(x) <
0 pour tout x € [1; a]
Montrer que f(x) — x < 0 pour tout x de [1; a]

Sur l'intervalle [1;a] ona g(x) < 0 et

1 s
f(x) = o > 1 > 0 (d'apres tableau de

variations de la fonction f sur [1;e[) etona:
[1; ] c [1;e[d'ou:

a9 1
f(.X') X = x(1-In x) o x(1-In x) X g(x) =0

pour tout x de [1; a]
3)Construire dans le méme repére (0;;)) la
courbe (C;) etla droite (A)

{-eempn B e oo :

X=e

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Partie III
On consideére la suite (u,,) définie par:
uy, =2 etu,,; = f(u,) pour tout nde N
1) Montrer par récurrenceque: 1 <u, < a
pour tout nde N
Pourn=0ona:1<yy=2<a
(avec: 2,2 < a < 2,3) qui est vrais pour n =
0
On supposeque 1 <u, <«
Onmontrel <u,,; <«
D'apres I'hypothese de récurrence on a :
1<uy,<a
Donc:1<u,<a= f(1) <u, < f(a) (car
la fonction f est croissante sur [1; a] )
=1<u,1=a

Donc: 1 < u,, < a pour tout n de N
2)Montrer que la suite (u,,) est décroissante.
(utiliser le résultat de la question 11.2.c)
Soitnde N, on pose: x = u, etona
u, €[l;ajcarl<u,<a
D'apres le résultat de la question I1.2.cona:
f(x) —x < 0 pour tout x de [1; o]
Donc: f(x) < x pour tout x de [1; o]
Dou:x € [l;a] = f(x) <x

= f(u,) < u,

= Upi1 S Uy
Donc : la suite (u,,) est décroissante.
3) En déduire que la suite (u,,) est
convergente et déterminer sa limite.

e La suite (u,) est décroissante ;

e La suite (u,) est minorée par 1.

Donc la suite ( u,, ) est convergente.
La fonction f est continue sur I = [1; a] et
f)=f(La]) =[f1); f(@)] = [1;a] c [1;a]

e Onauy=2¢€]1;a]

e (u,) est convergente vers l avecl € R
Donc [ est solution de I'équation: f(x) = x
Onaf(x)=x=x=1loux=a
comme (u, ) est décroissante pour tout n de
N,d'ou:u, <uyc-a-d:u, <2
Donc:l =1



https://sante-tube.com/



