LIMITES ET CONTINUITE
(Partie 1)

[. Limite d'une fonction a l'infini

1) Limite finie a l'infini

Intuitivement :
On dit que la fonction fadmet pour limite L en + si f(x) est aussi proche de L que
I'on veut pourvu que x soit suffisamment grand.

Exemple :

La fonction définie par f(x)= 2+l a pour limite 2 lorsque x tend vers +c .
X

En effet, les valeurs de la fonction se resserrent autour de 2 dés que x est
suffisamment grand. La distance MN tend vers 0.

Si on prend un intervalle ouvert quelconque contenant 2, toutes les valeurs de la
fonction appartiennent a cet intervalle dés que x est suffisamment grand.
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Définition :
On dit que la fonction f'admet pour limite L en +e si tout intervalle ouvert contenant
L contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment grand et on note :

lim f(x)=L.
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Définitions : - La droite d'équation y =L est asymptote a la courbe représentative de
la fonction f'en +oo si }irﬁcf(x):L'

- La droite d'équation y: L est asymptote a la courbe représentative de la fonction 1
en —oo Si }irrch(x)zL.




Remarque :
Lorsque x tend vers +oo, la courbe de la fonction "se rapproche" de son asymptote.

La distance MN tend vers 0.

2) Limite infinie a l'infini

Intuitivement :
On dit que la fonction fadmet pour limite +e> en +oo si f(x) est aussi grand que 'on
veut pourvu que x soit suffisamment grand.

Exemple :
La fonction définie par f(x)=x" a pour limite +e lorsque x tend vers +oo.

En effet, les valeurs de la fonction deviennent aussi grandes que I'on souhaite dés
que x est suffisamment grand.

Si on prend un réel a quelconque, l'intervalle ]a;+oo[ contient toutes les valeurs de la
fonction dés que x est suffisamment grand.

Définitions : - On dit que la fonction f'admet pour limite +e en +eo si tout

intervalle |a;+e<[ , a réel, contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est

suffisamment grand et on note : lim f(x)=+4oo

- On dit que la fonction £ admet pour limite —s en +<o si tout intervalle |-s;5[ , b réel,
contient toutes les valeurs de f(x) des que x est suffisamment grand et on note :
lim f(x)=—oo

X—>oo

Remarques :
- Une fonction qui tend vers +e lorsque x tend vers +e n'est pas nécessairement

croissante.




- Il existe des fonctions qui ne possedent pas de limite infinie. C'est le cas des

fonctions sinusoidales.
l_
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3) Limites des fonctions usuelles

Propriétés :
- lim x? =400, lim x* =+oo
X—>+oo X—>—o0

- lim x> =+, lim x° = —o0

X—>+oo X—>—o0

- lim +x = +oo

X—>Foo

- liml:O, liml:O

X—>too x X—>—o0 x

[l. Limite d'une fonction en un réel 4

Intuitivement :
On dit que la fonction fadmet pour limite +e- en A si f(x) est aussi grand que I'on
veut pourvu que x soit suffisamment proche de A.

Exemple :
La fonction représentée ci-dessous a pour limite +e lorsque x tend vers A.




En effet, les valeurs de la fonction deviennent aussi grandes que I'on souhaite dés
que x est suffisamment proche de A.

Si on prend un réel a quelconque, l'intervalle ]a;+oo[ contient toutes les valeurs de la
fonction dés que x est suffisamment proche de A.
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Définitions : - On dit que la fonction f'admet pour limite +e en A si tout
intervalle ]a;+<>o[, a réel, contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est

suffisamment proche de A et on note : lirrjf(x) = oo

- On dit que la fonction fadmet pour limite —~ en A si tout intervalle ]—oo;b[, b reel,

contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment proche de A et on
note : lirrj f(x)=—o0o

Définition : La droite d'équation x = 4 est asymptote a la courbe représentative de la
fonction 1 si lirrjf(x)=+oo ou lirrjf(x)z—OO.

Remarque :

Certaines fonctions admettent des limites différentes en un réel A selon x > A ou
x < A.

Considérons la fonction inverse définie sur R* par f(x)= l.
X

- Six<0,alors f(x) tend vers —o et on note : liIIOIf(x)Z—OO.

x<0

- Six>0,alors f(x) tend vers +e et on note : liIIOIf(x)=+0<>.

x>0




On parle de limite a gauche de 0 et de limite a droite de 0.

Déterminer graphiquement des limites d'une fonction :
3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/9nEJCL3s2eU

[1l. Opérations sur les limites

D Vidéo https:/lyoutu.be/at6pFx-Umfs

o peut désigner 4+, —eo Oou un nombre réel.

1) Limite d'une somme

}Ci_rg f(x)= L L L o0 —o0 ~+o0
}Ci_rg g(x) = L' +oo —oco +oo —oco —oco
im(fC)+g()=| L+L' | e oo oo oo F.l.

2) Limite d'un produit
}Ci_r}gf(x): L L>0|L<0|L>0 L<0 +oo —oo +oo 0
}Ci_rg g (X) = L' +oo +oo —o0 —o0 +oo —o0 —o0 +i°°°0u
m(f()g(0)= | LL' | 400 | =0 | =0 | 400 | 400 | 4oo | —eo | Fu




3) Limite d'un quotient

lim f(x)= L>0 |L<0 |L>0 |L<0 +o0
x—o f( ) L L ou ou ou ou 0 +oo 400 oo oo —ogo
+oo —oo +o0 —oco
lim g(x) = 400 0 avec [0 avec |0 avec |0 avec -{;Eo
o L'#0 | ou |g(x)>0g(x)>0/g(x)<0egx)<0| O |L'>0| L'<0O | L'>0 | L'<0 | =0
—o0
lim f(&x) _ I
oo g(X) ; 0 +oo —o0 —o0 | 4oo Fl | 4o —o0 —oo 4oo | FLL

Exemple : lim (x—S)(3+x2) ?

X—>—o0

lim (x—5)=—c0 et lim (3+x7)=-teo

X—>—o0 X—>—o0

D'aprés la régle sur la limite d'un produit : lim (x—5)(3+x2) = —oo

x——c0

Remarque :
Comme pour les suites, on rappelle que les quatre formes indéterminées sont, par

abus d'écriture :
O n

n n n "OO" n
o—oo" "X "—"et"-",

oo 0

Méthode : Lever une forme indéterminée sur les fonctions polyndmes et rationnelles

3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/ANQbGAXThrk
3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/stAVaditblc
D Vidéo https:/lyoutu.be/pmWPfsQaRWI

. 2x"—5x+1 . 3742
Calculer: 1) lim (—3x3+2x2—6x+1) 2) hm% 3) lim 3: .
X—>too X—>+oo X — X—>—oo X —

1) Il s'agit d'une forme indéterminée du type " —co +(+oo )+(—c0 )"
Levons l'indétermination :

2 3

—3x3+2x2—6x+1=x3(—3+£—£+ij
X X x

Or limz: lim%: lim%zO.
X—too X x—>+teo ¥ x—>+teo ¥




X—>+too 2 3

Donc par somme de limites lim (—3+%— £+ij =-3
X X X

Comme lim x’ =40, On a par produit de limites lim xS(—3+g— £+i) = —oco,

X—>oo X—>too x x2 x3

Donc lim (—3x3 +2x*—6x+ 1) =—oo.

x—>+Hoo

2) En appliquant la méthode de la question 1) pour le numérateur et le dénominateur
de la fonction rationnelle, cela nous conduit a une forme indéterminée du type "

Levons l'indétermination :

) 5 1 ) 5.1
2x*=5x+1 _x° _;+?_ _;+x2
2 ) -
6x° =5 X 6—% 6—%
X X
Or liméz limiz: lim%:O.
X—>teo X X—+eo x X—teo x
- . 5 1 . 5
Donc par somme de limites lim| 2——+— |=2 et lim| 6—— |=6.
X—>too X X X—>too X
5 5+1
: - ) . 2x7=5x+1 1
Donc comme quotient de limites hmM:%:l et donc hm$:—.
X—>+Hoo 5 6 3 x>t Gxt —5 3
6-—
X
3) Il s'agit d'une forme indéterminée du type "2
Levons l'indétermination :
2 2
3+— 3+—
3x2+2:x_2>< xlzzxx xlz.
4x-1 x 4t gt
X X
Or lim%: liml=0.
X——e x X——eo X
_ . 2 . 1
Donc par somme de limites lim| 3+— |=3 et lim| 4-—|=4.
X——o00 X X——o00 X
3+£2 3
Donc comme quotient de limites lim xl :Z'
o, 1
X
3+£2
Or lim x = —, donc comme produit de limites lim x x xl =—o0
X p 4_7
X
2
Et donc lim X2 = o

o 4x—1




Méthode : Lever une forme indéterminée sur les fonctions avec des radicaux

D Vidéo https:/lyoutu.be/n3XapvUfXJQ
I3 Vidéo nhttps:/iyoutu.bely7Sbakb9RoU

Calculer: 1) lim (\/x+1—\/;) 2) fim Y1 =2

X—>+oo x—5 xX— 5

1) Il s'agit d'une forme indéterminée du type "oo—oo'

Levons l'indétermination a I'aide de I'expression conjuguée :

o e e e

Vx+1++/x :\/x+l+\/;:\/x+l+\/;.
Or 1im vx+1= lim vx =+

X—>too X—>too

Donc par somme de limites lim (\/x+1+\/;) = +oo,

X—>Foo

Et donc par quotient de limites lim

S S
Xtee x+l+\/; '
D'ou lim(\/x+1—\/;)=0.

X—>too

On peut vérifier la pertinence du résultat en tragant la courbe représentative de la

fonction f(x)=x+1-vx. 159 ?‘y

2) lim(\x—1-2)=5-1-2=0 et lim(x-5)=5-5=0.

x—5

Il s'agit d'une forme indéterminée du type

Levons l'indétermination a I'aide de I'expression conjuguée :

\/ﬁ—zz(*/;—2)(*/;+2)_ x-1-4 x=5 1

=5 (ros)Vaote2)  (v-s)[Vam1+2) (r-s)Vaote2) Waole2

Or lin}\/x—l =+/5—1=2 donc par somme de limites hl’rsl\/x—1+2:2+2=4.

Donc par quotient de limites, on a lim

|
D x—-1+2
Et donc lim Y"1 =2 _

1
=5 x—5 4°

1
T




En tracant a l'aide de la calculatrice la fonction f(x)= Lf il est possible de
X—

vérifier la pertinence de la solution trouvée en plagant un point sur la courbe.
Attention cependant, la calculatrice ne fait pas apparaitre que la fonction f n'est pas
définie en 5.
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Méthode : Déterminer une asymptote

3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/0LDGK-QkLS0
D Vidéo https:/lyoutu.be/pXDhrx-nMto

. . e 3x+1
1) Soit /la fonction définie sur R\{2} par f(x)= 2x+ .
- X
Démontrer que la droite d'équation y =-3 est asymptote horizontale a la courbe
représentative de f'en +eo. 54y
Il faut donc démontrer que lim3x+1:—3 R
o 2—x -53.86 10 162,95
1 1 ]
3x+1  x 3+;_3+;

x—A = A 1 a ] -
2—x X z _1 z 1 lel_n_]— 5 f1|:;._':|: +l
) g » 6651 o

Or liml: limg:O donc lim(3+lj:3 et lim(z—l]:—l.

X—too X X—too X X—>+too X x—+eo| X

1

Et donc par quotient de limites lim —% = —=-3

xa+oo7_l -1
X

Etdonc lim f(x)=-3.

2) Soit g la fonction définie sur R\ {4} par g(x)=2—x4.
—




10

Démontrer que la droite d'équation x =4 est asymptote verticale a la courbe

représentative de g.

[l faut donc démontrer que la limite la fonction g posséde une limite infinie en 4.

- lim(x—4)=0 et lim2x=8.
iZﬁ x—4

Donc lim——— = —w car x—4<0.
x4
- lim(x—4)=0 et lim2x=8.
i:ﬁ x—4

Donc lim 2x =40 car x—4>0.

x4 x —

x>4
On en déduit que la droite d'équation
x =4 est asymptote verticale a la

courbe représentative de g.
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