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Limite d’une  
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Deuxième bac science 

expérimentale 

 



2bac BIOF Série 04  :       Limite d’une suite numérique                           :      
     Exercice 05  

(𝒖𝒏) 𝒖𝒏𝒆 𝒔𝒖𝒊𝒕𝒆 𝒕𝒆𝒍 𝒒𝒖𝒆 :   (∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵⬚),   𝒖𝒏+𝟏 = 𝟏 −
𝟗

𝒖𝒏+𝟓
  𝒆𝒕  𝒖𝟎 = 𝟏 

1) Montrer que  ; (∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵⬚):    𝒖𝒏 > −𝟐   

2) Etudier la monotonie de (𝒖𝒏) et déduire qu’elle convergente 

3) Pour tout n dans IN on pose ∶  𝒗𝒏 =
𝟏

𝒖𝒏+𝟐
 

  a) Monter que  (𝒗𝒏) est une suite arithmétique  
  b) Exprimer 𝒗𝒏 et 𝒖𝒏 en fonction de 𝒏  et déterminer  𝒍𝒊𝒎 𝒖𝒏 

Exercice 06 

(𝒖𝒏) la suite définie par: 𝒖𝟎 = 𝟑 𝒆𝒕 (∀𝒏 ∈ ℕ) ∶  𝒖𝒏+𝟏 =
𝟖(𝒖𝒏−𝟏)

𝒖𝒏+𝟐
 

1) Montrer par récurrence que: (∀𝒏 ∈ ℕ) ; 𝟐 < 𝒖𝒏 < 𝟒. 
2) Etudier la monotonie de (𝒖𝒏) et déduire qu’elle convergente 

3)  Pour tout  𝒏 ∈ ℕ, on pose: 𝒗𝒏 =
𝑼𝒏−𝟒

𝑼𝒏−𝟐
 

  a) Montrer que la suite (𝒗𝒏) est géométrique  
  b) Exprimer 𝒗𝒏 et 𝒖𝒏 en fonction de 𝒏  et déterminer 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝒖𝒏 

 4) a) Montrer que:(∀𝒏 ∈ ℕ);   𝟒 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏) 

    b)  En déduire que:(∀𝒏 ∈ ℕ); 𝟒 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟒

𝟓
)

𝒏

 

     c)  Déduite une autre fois  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒖𝒏. 

Exercice 07  

𝒇  une fonction définie sur 𝑰𝑹+ par :  𝒇(𝒙) =
𝒙

√𝟏+𝒙𝟐
 

1)a) Montrer que: (∀𝒙 ∈ ℝ+): 𝒇(𝒙) ≤ 𝒙. 
    b)Montrer que 𝒇 est strictement croissante sur 𝑰𝑹+ 

2)Soit la suite  (𝒖𝒏) définie par : 𝒖𝟎 = 𝟏
𝟐⁄   et  𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏)  

a) Montrer que : (∀𝒏 ∈ ℕ) ; 𝟎 < 𝒖𝒏 < 𝟏. 
 b) Montrer que la suite (𝒖𝒏) est décroissante. 
 c)  Déduire que (𝒖𝒏) est convergente puis déterminer sa limite 

Exercice 08 

(un) la suite tel que  ; (∀𝒏 ∈ ℕ); 𝒖𝒏+𝟏 = √𝟐𝒖𝒏 + 𝟑   et  𝒖𝟎 = 𝟏.  

1) Montrer que : (∀𝒏 ∈ ℕ) ;   𝟏 ≤  𝒖𝒏 ≤ 𝟑 
2) Montrer que (un) est croissante 
3) Déduire que (un) est convergente et déterminer sa limite 

Exercice 01  

Déterminer les limites suivantes :                     

a) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏𝟐 − 𝟓𝒏 + 𝟏        ;     b) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏 − 𝟑√𝒏                   ;    c) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟓𝒏𝟐+𝟒

𝟒𝒏𝟐+𝟑𝒏
                

𝒅) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟏 + (−
𝟏

𝟐
)

𝒏

  ;         𝒆 ) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟓+𝟔(
𝟐
𝟑

)
𝒏

𝟏−(
𝟐
𝟑

)
𝒏             ;      𝒇) 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝟐𝒏 − 𝟑𝒏  

Exercice 02  
Soit la suite (un) tel que  𝒖𝒏+𝟏 = 𝟐 𝒖𝒏 + 𝟑  et  𝒖𝟎 = 𝟎     avec        𝒏 ∈ 𝐈𝐍   
1) Montrer que : (∀𝒏 ∈ ℕ) ;    𝒖𝒏 ≥ 𝒏 
2) Déduire la limite de (un) 

Exercice 03  

Soit la suite (un) définie par (∀𝒏 ∈ ℕ):  𝒖𝒏+𝟏 = 
𝟏

𝟑
 𝒖𝒏 + 𝟐   et     𝒖𝟎 = 𝟐.  

1) Montrer que  ; (∀𝒏 ∈ ℕ)    𝒖𝒏 ≤ 𝟑   

2) Etudier la monotonie de (𝒖𝒏) et déduire qu’elle convergente 

3) En déduire que  ; (∀𝒏 ∈ ℕ)  ∶  𝒖𝒏 ≥ 𝟐   

4) Pour tout n dans N on pose ∶  𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝟑 

  a) Monter que  (𝒗𝒏) est une suite géométrique   

  b) Exprimer 𝒗𝒏 en fonction de 𝒏   

  c) Calculer 𝒖𝒏 en fonction de n   puis préciser la limite de (𝒖𝒏) 

5) 𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒕𝒐𝒖𝒕 𝒏 𝒅𝒂𝒏𝒔 𝑰𝑵 𝒐𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒆 ∶  𝑺𝒏 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 + ⋯ + 𝒗𝒏−𝟏 + 𝒗𝒏 

 Calculer 𝑺𝒏 en fonction de n   puis préciser la limite de (𝑺𝒏) 

6) 𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒕𝒐𝒖𝒕 𝒏 𝒅𝒂𝒏𝒔 𝑰𝑵 𝒐𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒆 ∶  𝑻𝒏 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 + ⋯ + 𝒖𝒏−𝟏 + 𝒖𝒏 
 Calculer 𝑻𝒏 en fonction de n   puis préciser la limite de (𝑻𝒏) 

Exercice 04  

Soit (𝑼𝒏) une suite tel que :  ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵: 𝑼𝒏+𝟏 =
𝟑𝑼𝒏

𝟐𝟏+𝑼𝒏
  𝒆𝒕 𝑼𝟎 = 𝟏 

1) Montrer que ;  ∀𝒏 ∈ ℕ ;    𝑼𝒏 > 𝟎   

2) Montrer que  ; ∀𝒏 ∈ ℕ ;  𝑼𝒏+𝟏 ≤
𝟏

𝟕
 𝑼𝒏 

3) En déduire la monotonie de  (𝑼𝒏)  

4) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ ; 𝟎 < 𝑼𝒏 ≤ (
𝟏

𝟕
)𝒏 et calculer la limite de(𝑼𝒏) 

5) On pose : ∀𝒏 ∈ ℕ: 𝑽𝒏 = √𝟗 − 𝟐𝑼𝒏  , calculer la limite de (𝑽𝒏) 
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2bac BIOF Série 04  :       Limite d’une suite numérique                           :      
     Exercice 05  

(𝒖𝒏) 𝒖𝒏𝒆 𝒔𝒖𝒊𝒕𝒆 𝒕𝒆𝒍 𝒒𝒖𝒆 :   (∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵⬚),   𝒖𝒏+𝟏 = 𝟏 −
𝟗

𝒖𝒏+𝟓
  𝒆𝒕  𝒖𝟎 = 𝟏 

1) Montrer que  ; (∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵⬚):    𝒖𝒏 > −𝟐   

2) Etudier la monotonie de (𝒖𝒏) et déduire qu’elle convergente 

3) Pour tout n dans IN on pose ∶  𝒗𝒏 =
𝟏

𝒖𝒏+𝟐
 

  a) Monter que  (𝒗𝒏) est une suite arithmétique  
  b) Exprimer 𝒗𝒏 et 𝒖𝒏 en fonction de 𝒏  et déterminer  𝒍𝒊𝒎 𝒖𝒏 

Exercice 06 

(𝒖𝒏) la suite définie par: 𝒖𝟎 = 𝟑 𝒆𝒕 (∀𝒏 ∈ ℕ) ∶  𝒖𝒏+𝟏 =
𝟖(𝒖𝒏−𝟏)

𝒖𝒏+𝟐
 

1) Montrer par récurrence que: (∀𝒏 ∈ ℕ) ; 𝟐 < 𝒖𝒏 < 𝟒. 
2) Etudier la monotonie de (𝒖𝒏) et déduire qu’elle convergente 

3)  Pour tout  𝒏 ∈ ℕ, on pose: 𝒗𝒏 =
𝑼𝒏−𝟒

𝑼𝒏−𝟐
 

  a)Montrer que la suite (𝒗𝒏) est géométrique  
  b) Exprimer 𝒗𝒏 et 𝒖𝒏 en fonction de 𝒏  et déterminer 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝒖𝒏 

 4) a) Montrer que:(∀𝒏 ∈ ℕ);   𝟒 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏) 

    b)  En déduire que:(∀𝒏 ∈ ℕ); 𝟒 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟒

𝟓
)

𝒏

 

     c)  Déduite une autre fois  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒖𝒏. 

Exercice 07  

𝒇  une fonction définie sur 𝑰𝑹+ par :  𝒇(𝒙) =
𝒙

√𝟏+𝒙𝟐
 

1)a) Montrer que: (∀𝒙 ∈ ℝ+): 𝒇(𝒙) ≤ 𝒙. 
    b)Montrer que 𝒇 est strictement croissante sur 𝑰𝑹+ 

2)Soit la suite  (𝒖𝒏) définie par : 𝒖𝟎 = 𝟏
𝟐⁄   et  𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏)  

a) Montrer que : (∀𝒏 ∈ ℕ) ; 𝟎 < 𝒖𝒏 < 𝟏. 
 b) Montrer que la suite (𝒖𝒏) est décroissante. 
 c)  Déduire que (𝒖𝒏) est convergente puis déterminer sa limite 

Exercice 08 

(un) la suite tel que  ; (∀𝒏 ∈ ℕ); 𝒖𝒏+𝟏 = √𝟐𝒖𝒏 + 𝟑   et  𝒖𝟎 = 𝟏.  

4) Montrer que : (∀𝒏 ∈ ℕ) ;   𝟏 ≤  𝒖𝒏 ≤ 𝟑 
5) Montrer que (un) est croissante 
6) Déduire que (un) est convergente et déterminer sa limite 

Exercice 01  

Déterminer les limites suivantes :                     

a) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏𝟐 − 𝟓𝒏 + 𝟏        ;     b) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏 − 𝟑√𝒏                   ;    c) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟓𝒏𝟐+𝟒

𝟒𝒏𝟐+𝟑𝒏
                

𝒅) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟏 + (−
𝟏

𝟐
)

𝒏

  ;         𝒆 ) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟓+𝟔(
𝟐
𝟑

)
𝒏

𝟏−(
𝟐
𝟑

)
𝒏             ;      𝒇) 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝟐𝒏 − 𝟑𝒏  

Exercice 02  
Soit la suite (un) tel que  𝒖𝒏+𝟏 = 𝟐 𝒖𝒏 + 𝟑  et  𝒖𝟎 = 𝟎     avec        𝒏 ∈ 𝐈𝐍   
1) Montrer que : (∀𝒏 ∈ ℕ) ;    𝒖𝒏 ≥ 𝒏 
2) Déduire la limite de (un) 

Exercice 03  

Soit la suite (un) définie par (∀𝒏 ∈ ℕ):  𝒖𝒏+𝟏 = 
𝟏

𝟑
 𝒖𝒏 + 𝟐   et     𝒖𝟎 = 𝟐.  

1) Montrer que  ; (∀𝒏 ∈ ℕ)    𝒖𝒏 ≤ 𝟑   

2) Etudier la monotonie de (𝒖𝒏) et déduire qu’elle convergente 

3) En déduire que  ; (∀𝒏 ∈ ℕ)  ∶  𝒖𝒏 ≥ 𝟐   

4) Pour tout n dans N on pose ∶  𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝟑 

  a) Monter que  (𝒗𝒏) est une suite géométrique   

  b) Exprimer 𝒗𝒏 en fonction de 𝒏   

  c) Calculer 𝒖𝒏 en fonction de n   puis préciser la limite de (𝒖𝒏) 

5) 𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒕𝒐𝒖𝒕 𝒏 𝒅𝒂𝒏𝒔 𝑰𝑵 𝒐𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒆 ∶  𝑺𝒏 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 + ⋯ + 𝒗𝒏−𝟏 + 𝒗𝒏 

 Calculer 𝑺𝒏 en fonction de n   puis préciser la limite de (𝑺𝒏) 

6) 𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒕𝒐𝒖𝒕 𝒏 𝒅𝒂𝒏𝒔 𝑰𝑵 𝒐𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒆 ∶  𝑻𝒏 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 + ⋯ + 𝒖𝒏−𝟏 + 𝒖𝒏 
 Calculer 𝑻𝒏 en fonction de n   puis préciser la limite de (𝑻𝒏) 

Exercice 04  

Soit (𝑼𝒏) une suite tel que :  ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵: 𝑼𝒏+𝟏 =
𝟑𝑼𝒏

𝟐𝟏+𝑼𝒏
  𝒆𝒕 𝑼𝟎 = 𝟏 

1) Montrer que ;  ∀𝒏 ∈ ℕ ;    𝑼𝒏 > 𝟎   

2) Montrer que  ; ∀𝒏 ∈ ℕ ;  𝑼𝒏+𝟏 ≤
𝟏

𝟕
 𝑼𝒏 

3) En déduire la monotonie de  (𝑼𝒏)  

4) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ ; 𝟎 < 𝑼𝒏 ≤ (
𝟏

𝟕
)𝒏 et calculer la limite de(𝑼𝒏) 

5) On pose : ∀𝒏 ∈ ℕ: 𝑽𝒏 = √𝟗 − 𝟐𝑼𝒏  , calculer la limite de (𝑽𝒏) 
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c) • 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝟓𝒏𝟐 + 𝟒 = +∞    et 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝟒𝒏𝟐 + 𝟑𝒏 = +∞ 

Il s'agit d'une forme indéterminée  "
∞

∞
". 

• Levons l’indétermination en factorisant le numérateur et le 
dénominateur par le monôme de plus haut degré : 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟓𝒏𝟐 + 𝟒

𝟒𝒏𝟐 + 𝟑𝒏
= 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞

𝒏𝟐

𝒏𝟐
×

𝟓 +
𝟒

𝒏𝟐

𝟒 +
𝟑𝒏

𝒏𝟐

 

                              = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟓 +
𝟒

𝒏𝟐

𝟒 +
𝟑

𝒏

 

• Or 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

  
𝟒

𝒏𝟐
 = 𝟎 donc 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝟓 + 

𝟒

𝒏𝟐
 = 𝟓 par limite d’une somme. 

On prouve de même que : 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟒 + 
𝟑

𝒏
 = 𝟒.  

Donc, 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

  
𝟓+

𝟒

𝒏𝟐

𝟒+
𝟑

𝒏

 =
𝟓

𝟒
.        Et donc : 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞

𝟓𝒏𝟐+𝟒

𝟒𝒏𝟐+𝟑𝒏
 =

𝟓

𝟒
. 

𝒅) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟏 + (−
𝟏

𝟐
)

𝒏

 

On a 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

(−
𝟏

𝟐
)

𝒏

 = 𝟎, Car −𝟏 < −
𝟏

𝟐
 < 𝟏.   

Donc   𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟏 + (
𝟐

𝟑
)

𝒏

= 𝟏. 

𝒆 ) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟓 + 𝟔 (
𝟐

𝟑
)

𝒏

𝟏 − (
𝟐

𝟑
)

𝒏  

On a 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

(
𝟐

𝟑
)

𝒏

 = 𝟎, Car −𝟏 < 
𝟐

𝟑
 < 𝟏.   

Donc   𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟓+𝟔(
𝟐

𝟑
)

𝒏

𝟏−(
𝟐

𝟑
)

𝒏 =
𝟓+𝟔×𝟎

𝟏−𝟎
= 𝟓. 

 

Exercice 01  

Déterminer les limites suivantes : 

a) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏𝟐 − 𝟓𝒏 + 𝟏        ;     b) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏 − 𝟑√𝒏            ;    c) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟓𝒏𝟐+𝟒

𝟒𝒏𝟐+𝟑𝒏
                

𝒅) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟏 + (−
𝟏

𝟐
)

𝒏

  ;    𝒆 ) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟓+𝟔(
𝟐
𝟑

)
𝒏

𝟏−(
𝟐
𝟑

)
𝒏         ;        𝒇) 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝟐𝒏 − 𝟑𝒏 

Solution : 

a) 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏𝟐 − 𝟓𝒏 + 𝟏 

 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏𝟐 = +∞ et 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

−𝟓𝒏 + 𝟏 = −∞ 

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "∞ − ∞". 

• Levons l’indétermination en factorisant par le plus haut degré : 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏𝟐 − 𝟓𝒏 + 𝟏 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏𝟐 (𝟏 −
𝟓𝒏

𝒏𝟐
+

𝟏

𝒏𝟐
) 

                                   = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏𝟐 (𝟏 −
𝟓

𝒏
+

𝟏

𝒏𝟐
) 

• Or 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

  
𝟓

𝒏
 = 𝟎 et 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
 

𝟏

𝒏𝟐
 = 𝟎  

Donc 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟏 − 
𝟓

𝒏
 + 

𝟏

𝒏𝟐
 = 𝟏 par limite d’une somme Et 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝒏𝟐 = +∞  

Donc 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏𝟐 (𝟏 −
𝟓

𝒏
+

𝟏

𝒏𝟐
) = +∞  par limite d’un produit. 

d4 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏𝟐 − 𝟓𝒏 + 𝟏 = +∞. 

b) • 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏 = +∞ et 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟑√𝒏 = +∞ 

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "∞ − ∞". 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏 − 𝟑√𝒏 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏 (𝟏 −
𝟑√𝒏

𝒏
) 

                            = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏 (𝟏 −
𝟑(√𝒏)

𝟐

𝒏√𝒏
) = 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝒏 (𝟏 −

𝟑

√𝒏
) = +∞ 

Car 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏 = +∞  et 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟏 − 
𝟑

√𝒏
 = 𝟏  
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2)On a : (∀𝒏 ∈ ℕ) ;    𝒖𝒏 ≥ 𝒏 et   𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝒏 = +∞ 

Donc  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

 𝒖𝒏 = +∞ 

Exercice 03 

Soit la suite (un) définie par (∀𝒏 ∈ ℕ):  𝒖𝒏+𝟏 = 
𝟏

𝟑
 𝒖𝒏 + 𝟐   et 𝒖𝟎 = 𝟐.  

1) Montrer que  ; (∀𝒏 ∈ ℕ)    𝒖𝒏 ≤ 𝟑   

2) Etudier la monotonie de (𝒖𝒏) et déduire qu’elle convergente 

3) En déduire que  ; (∀𝒏 ∈ ℕ)  ∶  𝒖𝒏 ≥ 𝟐   

4) 𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒕𝒐𝒖𝒕 𝒏 𝒅𝒂𝒏𝒔 ℕ 𝒐𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒆 ∶  𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝟑 

  a) Monter que  (𝒗𝒏) est une suite géométrique   

  b) Exprimer 𝒗𝒏 en fonction de 𝒏   

  c) Calculer 𝒖𝒏 en fonction de n   puis préciser la limite de (𝒖𝒏) 

5) 𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒕𝒐𝒖𝒕 𝒏 𝒅𝒂𝒏𝒔 𝑰𝑵 𝒐𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒆 ∶  𝑺𝒏 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 + ⋯ + 𝒗𝒏−𝟏 + 𝒗𝒏 

 Calculer 𝑺𝒏 en fonction de n   puis préciser la limite de (𝑺𝒏) 

6) 𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒕𝒐𝒖𝒕 𝒏 𝒅𝒂𝒏𝒔 𝑰𝑵 𝒐𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒆 ∶  𝑻𝒏 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 + ⋯ + 𝒖𝒏−𝟏 + 𝒖𝒏 
 Calculer 𝑻𝒏 en fonction de n   puis préciser la limite de (𝑻𝒏) 

Solution : 

1) Démontrer par récurrence que la suite (un) est majorée par 3. 

➢ Pour n=0 on a   𝒖𝟎 = 𝟐 < 𝟑 

La propriété est donc vraie pour n = 0 

Soit n un entier naturel, 
➢ Soit n un entier naturel,  

Supposons  que  𝒖𝒏 < 𝟑  et montrons que   𝒖𝒏+𝟏 < 𝟑. 

On a   𝒖𝒏 < 𝟑 donc 
𝟏

𝟑
𝒖𝒏 <

𝟏

𝟑
× 𝟑  

et donc 
𝟏

𝟑
𝒖𝒏 + 𝟐 <

𝟏

𝟑
× 𝟑 + 𝟐 = 𝟑. ;       d’où    𝒖𝒏+𝟏 < 𝟑 

D'après le principe de récurrence, on a : (∀𝒏 ∈ ℕ) ;    𝒖𝒏 < 𝟑  

2)Soit n un entier naturel,  

𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 =  
𝟏

𝟑
𝒖𝒏 + 𝟐 − 𝒖𝒏 = (

𝟏

𝟑
− 𝟏) 𝒖𝒏 + 𝟐 = −

𝟐

𝟑
𝒖𝒏 + 𝟐 

= −
𝟐

𝟑
(𝒖𝒏 − 𝟐 ×

𝟑

𝟐
) = −

𝟐

𝟑
(𝒖𝒏 − 𝟑) 

f) • 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟐𝒏 = +∞ et 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟑𝒏 = +∞ 

Il s'agit d'une forme indéterminée du type ∞-∞ ;  Levons 

l’indétermination :  𝟐𝒏 − 𝟑𝒏 = 𝟑𝒏 (
𝟐𝒏

𝟑𝒏
− 𝟏) = 𝟑𝒏 ((

𝟐

𝟑
)

𝒏

− 𝟏) 

Or 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

(
𝟐

𝟑
)

𝒏

 = 𝟎, Car −𝟏 < 
𝟐

𝟑
 < 𝟏.   

Donc   𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

 (
𝟐

𝟑
)

𝒏

− 𝟏 = −𝟏. 

Or 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟑𝒏 = +∞  car 𝟑 > 𝟏 

Donc par limite d'un produit : 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟑𝒏 ((
𝟐

𝟑
)

𝒏

− 𝟏) = −∞  

Soit : 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟐𝒏 − 𝟑𝒏 = −∞. 

Exercice 02 

Soit la suite (un) définie pour tout entier naturel n par 

 𝒖𝒏+𝟏 = 𝟐 𝒖𝒏 + 𝟑  et  𝒖𝟎 = 𝟎.  

1) Montrer que : (∀𝒏 ∈ ℕ) ;    𝒖𝒏 ≥ 𝒏 

2) Déduire la limite de (un) 

Solution : 

1) Montrons par récurrence que : (∀𝒏 ∈ ℕ) ;    𝒖𝒏 ≥ 𝒏 

➢ Pour n=0 on a   𝒖𝟎 = 𝟎 ≥ 𝟎 

La propriété est donc vraie pour n = 0 

➢ Soit n un entier naturel ,  

Supposons  que  𝒖𝒏 ≥ 𝒏  et montrons que   𝒖𝒏+𝟏 ≥ 𝒏 + 𝟏. 

On a   𝒖𝒏 ≥ 𝒏 donc 𝟐𝒖𝒏 ≥ 𝟐𝒏  

et donc  𝟐𝒖𝒏 + 𝟑 ≥ 𝟐𝒏 + 𝟑. 

 d’où    𝒖𝒏+𝟏 ≥ 𝟐𝒏 + 𝟑 

et on a 𝟐𝒏 + 𝟑 − (𝒏 + 𝟏) = 𝒏 + 𝟐 ≥ 𝟎  

donc  𝟐𝒏 + 𝟑 ≥ (𝒏 + 𝟏) 

Donc 𝒖𝒏+𝟏 ≥ 𝒏 + 𝟏 

➢ D'après le principe de récurrence, on a (∀𝒏 ∈ ℕ) ;    𝒖𝒏 ≥ 𝒏 
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 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

 𝒖𝒏 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

 𝟑 − (
𝟏

𝟑
)

𝒏

= 𝟑 

Car 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

 (
𝟏

𝟑
)

𝒏

= 𝟎 

5) 𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒕𝒐𝒖𝒕 𝒏 𝒅𝒂𝒏𝒔 𝑰𝑵 𝒐𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒆 ∶  𝑺𝒏 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 + ⋯ + 𝒗𝒏−𝟏 + 𝒗𝒏 

 Calculer 𝑺𝒏 en fonction de n   puis préciser la limite de (𝑺𝒏) 

On a la suite (𝒗𝒏) est géométrique de raison 𝒒 =
𝟏

𝟑
 et de premier 

terme  𝒗𝟎 = −𝟏 

Donc  𝑺𝒏 = 𝒗𝟎 ×
𝟏−(

𝟏

𝟑
)

𝒏−𝟎+𝟏

𝟏−
𝟏

𝟑

 

Donc  𝑺𝒏 = −𝟏 ×
𝟏−(

𝟏

𝟑
)

𝒏+𝟏

𝟐

𝟑

 

Donc  𝑺𝒏 = −
𝟑

𝟐
(𝟏 − (

𝟏

𝟑
)

𝒏+𝟏

) 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

 𝑺𝒏 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

 −
𝟑

𝟐
(𝟏 − (

𝟏

𝟑
)

𝒏+𝟏

) = −
𝟑

𝟐
 

Car 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

 (
𝟏

𝟑
)

𝒏+𝟏

= 𝟎 

6) 𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒕𝒐𝒖𝒕 𝒏 𝒅𝒂𝒏𝒔 𝑰𝑵 𝒐𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒆 ∶  𝑻𝒏 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 + ⋯ + 𝒖𝒏−𝟏 + 𝒖𝒏 
 Calculer 𝑻𝒏 en fonction de n   puis préciser la limite de (𝑻𝒏) 

On a 𝒖𝒏 = 𝟑 + 𝒗𝒏   donc : 

𝑻𝒏 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 + ⋯ + 𝒖𝒏−𝟏 + 𝒖𝒏 

     = 𝟑 + 𝒗𝟎 + 𝟑 + 𝒗𝟏 + ⋯ + 𝟑 + 𝒗𝒏−𝟏 + 𝟑 + 𝒗𝒏 

     = 𝟑 + 𝟑 + ⋯ + 𝟑 + 𝟑 + 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 + ⋯ + 𝒗𝒏−𝟏 + 𝒗𝒏 

     = 𝟑(𝒏 + 𝟏) + 𝑺𝒏 

     = 𝟑(𝒏 + 𝟏) −
𝟑

𝟐
(𝟏 − (

𝟏

𝟑
)

𝒏+𝟏

) = 𝟑𝒏 +
𝟑

𝟐
+

𝟑

𝟐
(

𝟏

𝟑
)

𝒏+𝟏

 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

 𝑻𝒏 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

 𝟑(𝒏 + 𝟏) −
𝟑

𝟐
(𝟏 − (

𝟏

𝟑
)

𝒏+𝟏

) = +∞ 

Car 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟑(𝒏 + 𝟏) = +∞   𝒆𝒕   𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

 𝑺𝒏 = −
𝟑

𝟐
 

𝒖𝒏 < 𝟑 ⟹ 𝒖𝒏 − 𝟑 < 𝟎 ⟹ −
𝟐

𝟑
(𝒖𝒏 − 𝟑) > 𝟎 ⟹ 𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 > 𝟎 

Donc la suite (un)  est croissante  

On a la suite (un)  est  majorée par 3 et croissante donc elle est 

convergente 

3) En déduire que  ; (∀𝒏 ∈ ℕ)  ∶  𝒖𝒏 ≥ 𝟐   

On a la suite (un)  est  croissante donc  (∀𝒏 ∈ ℕ)  ∶  𝒖𝒏 ≥ 𝒖𝟎 = 𝟐   

4) 𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒕𝒐𝒖𝒕 𝒏 𝒅𝒂𝒏𝒔 ℕ 𝒐𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒆 ∶  𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝟑 

a) Monter que  (𝒗𝒏) est une suite géométrique 

Soit n un entier naturel,  
𝒗𝒏+𝟏 = 𝒖𝒏+𝟏 − 𝟑 

          =
𝟏

𝟑
𝒖𝒏 + 𝟐 − 𝟑 

          =
𝟏

𝟑
𝒖𝒏 − 𝟏 

          =
𝟏

𝟑
(𝒖𝒏 − 𝟑) 

          =
𝟏

𝟑
𝒗𝒏 

Donc la suite (𝒗𝒏) est géométrique de raison 𝒒 =
𝟏

𝟑
 et de premier 

terme  𝒗𝟎 = 𝒖𝟎 − 𝟑 = 𝟐 − 𝟑 = −𝟏 

  b) Exprimer 𝒗𝒏 en fonction de 𝒏   

On a la suite (𝒗𝒏) est géométrique de raison 𝒒 =
𝟏

𝟑
 et de premier 

terme  𝒗𝟎 = −𝟏 

Donc  𝒗𝒏 = 𝒗𝟎 × (𝒒)𝒏 

Donc  𝒗𝒏 = −(
𝟏

𝟑
)𝒏 

  c) Calculer 𝒖𝒏 en fonction de n   puis préciser la limite de (𝒖𝒏) 

On a 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝟑     

Donc 𝒖𝒏 = 𝟑 + 𝒗𝒏 

Donc 𝒖𝒏 = 𝟑 − (
𝟏

𝟑
)𝒏 
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2) Soit n un entier naturel,  

1ère méthode : ( la différence)  

𝒖𝒏+𝟏 −
𝟏

𝟕
𝒖𝒏 =

𝟑𝒖𝒏

𝟐𝟏 + 𝒖𝒏

−
𝟏

𝟕
𝒖𝒏 

                      =
𝟕 × 𝟑𝒖𝒏 − (𝟐𝟏 + 𝒖𝒏)𝒖𝒏

𝟕(𝟐𝟏 + 𝒖𝒏)
 

                      =
𝟐𝟏𝒖𝒏 − 𝟐𝟏𝒖𝒏 − 𝒖𝒏

𝟐

𝟕(𝟐𝟏 + 𝒖𝒏)
 

                      =
−𝒖𝒏

𝟐

𝟕(𝟐𝟏 + 𝒖𝒏)
< 𝟎 

Donc 𝒖𝒏+𝟏 −
𝟏

𝟕
𝒖𝒏 ≤ 𝟎 

D’où (∀𝒏 ∈ ℕ); 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟏

𝟕
𝒖𝒏 

2 ème méthode : (l’encadrement) 

On a : 𝒖𝒏 > 𝟎   donc   𝟐𝟏 + 𝒖𝒏 ≥ 𝟐𝟏   

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶  
𝟏

𝟐𝟏 + 𝒖𝒏

≤
𝟏

𝟐𝟏
 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶  
𝟑

𝟐𝟏 + 𝒖𝒏

≤
𝟑

𝟐𝟏
 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶  
𝟑

𝟐𝟏 + 𝒖𝒏

≤
𝟏

𝟕
 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶  
𝟑𝒖𝒏

𝟐𝟏 + 𝒖𝒏

≤
𝟏

𝟕
𝒖𝒏   ;    𝒄𝒂𝒓 𝒖𝒏 > 𝟎 

𝑫′ 𝒐𝒖 ∶  𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟏

𝟕
𝒖𝒏  

Exercice 04 

Soit (𝒖𝒏) une suite tel que :  (∀𝒏 ∈ ℕ) : 𝒖𝒏+𝟏 =
𝟑𝒖𝒏

𝟐𝟏+𝒖𝒏
  𝒆𝒕 𝑼𝟎 = 𝟏 

1) Montrer que ;  (∀𝒏 ∈ ℕ)  ;    𝒖𝒏 > 𝟎   

2) Montrer que  ; (∀𝒏 ∈ ℕ) ;  𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟏

𝟕
 𝑼𝒏 

3) En déduire  la monotonie de  (𝒖𝒏)  

4) Montrer que (∀𝒏 ∈ ℕ)  ; 𝟎 < 𝒖𝒏 ≤ (
𝟏

𝟕
)𝒏  

  puis calculer la limite de (𝒖𝒏) 

5) On pose : (∀𝒏 ∈ ℕ) : 𝒗𝒏 = √𝟗 − 𝟐𝒖𝒏  ,  

      Calculer la limite de (𝒗𝒏) 

Solution : 

1) Pour n=0 on a   𝒖𝟎 = 𝟏 > 𝟎   

donc la proposition est vraie  pour n = 0 

➢ Soit n un entier naturel 

Supposons que  𝒖𝒏 > 𝟎 et montrons que 𝒖𝒏+𝟏 > 𝟎. 

∗ 𝑶𝒏 𝒂 ∶    𝒖𝒏+𝟏 =
𝟑𝒖𝒏

𝟐𝟏 + 𝒖𝒏

 

Et on a :  𝒖𝒏 > 𝟎  

donc  𝟑𝒖𝒏 > 𝟎    et   𝟐𝟏 + 𝒖𝒏 > 𝟎 

Donc 
𝟑𝑼𝒏

𝟐𝟏+𝑼𝒏
> 𝟎  

Donc 𝒖𝒏+𝟏 > 𝟎 .             

➢ D'après le principe de récurrence, on a  ∀𝒏 ∈ ℕ:  𝒖𝒏 > 𝟎  

➢  
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2ème méthode :  

On a ;   (∀𝒏 ∈ ℕ):  𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟏

𝟕
𝒖𝒏 

Pour n=0 on a : 𝒖𝟏 ≤
𝟏

𝟕
𝒖𝟎 

Pour n=1 on a : 𝒖𝟐 ≤
𝟏

𝟕
𝒖𝟏 

… 

Pour n-2 on a : 𝒖𝒏−𝟏 ≤
𝟏

𝟕
𝒖𝒏−𝟐 

Pour n-1 on a : 𝒖𝒏 ≤
𝟏

𝟕
𝒖𝒏−𝟏 

On multiplie les inégalités terme à terme car sont positives, on 

trouve : 𝒖𝟏 × 𝒖𝟐 × … .× 𝒖𝒏−𝟏 × 𝒖𝒏 ≤
𝟏

𝟕
𝒖𝟎 ×

𝟏

𝟕
𝒖𝟏 × … .×

𝟏

𝟕
𝒖𝒏−𝟏 ×

𝟏

𝟕
𝒖𝒏 

 C-à-dire : 𝒖𝒏 ≤ (
𝟏

𝟕
)𝒏 

D’où   (∀𝒏 ∈ ℕ); 𝟎 < 𝒖𝒏 ≤ (
𝟏

𝟕
)𝒏 

Déduite 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒖𝒏. 

𝑶𝒏 𝒂 ∶   (∀𝒏 ∈ ℕ); 𝟎 < 𝒖𝒏 ≤ (
𝟏

𝟕
)

𝒏

 

𝑬𝒕 𝒐𝒏 𝒂 ∶    −𝟏 <
𝟏

𝟕
< 𝟏     𝒅𝒐𝒏𝒄     𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
(

𝟏

𝟕
)

𝒏

= 𝟎 

Donc d’prés théorème d’encadrement on a : 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒖𝒏 = 𝟎 

5) On pose : (∀𝒏 ∈ ℕ) : 𝒗𝒏 = √𝟗 − 𝟐𝒖𝒏  , calculer la limite de (𝒗𝒏) 

𝑶𝒏 𝒂 ∶ 𝒗𝒏 = √𝟗 − 𝟐𝒖𝒏 = 𝒇(𝒖𝒏)   𝒕𝒆𝒍 𝒒𝒖𝒆  𝒇: 𝒙 ⟼ √𝟗 − 𝟐𝐱  

On a la fonction f est continue en 0 et  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒖𝒏 = 𝟎 

Donc  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒗𝒏 = 𝒇(𝟎) = √𝟗 = 𝟑  

𝟑) 𝑺𝒐𝒊𝒕 𝒏 ∈ ℕ  

𝒐𝒏 𝒂 ∶    𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟏

𝟕
𝒖𝒏  𝒆𝒕   𝒖𝒏 > 𝟎  

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶    𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟏

𝟕
𝒖𝒏 ≤ 𝒖𝒏   

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶    𝒖𝒏+𝟏 ≤ 𝒖𝒏   

Donc la suite (𝒖𝒏)est décroissante 

1) Montrons que :  ∀𝒏 ∈ ℕ ; 𝟎 < 𝒖𝒏 ≤ (
𝟏

𝟕
)𝒏 

On a : (∀𝒏 ∈ ℕ) ; 𝟎 < 𝒖𝒏  il suffit de montrer que 𝒖𝒏 ≤ (
𝟏

𝟕
)𝒏  

1ère méthode : (par récurrence) 

➢ Pour n=0 on a   𝒖𝟎 = 𝟏 ≤ (
𝟏

𝟕
)

𝟎

= 𝟏 

La propriété est donc vraie pour n = 0 

➢ Soit n un entier naturel,  

Supposons que  𝒖𝒏 ≤ (
𝟏

𝟕
)

𝒏

montrons que 𝒖𝒏+𝟏 ≤ (
𝟏

𝟕
)

𝒏

. 

On a   𝒖𝒏 ≤ (
𝟏

𝟕
)

𝒏

    donc  
𝟏

𝟕
𝒖𝒏 ≤ (

𝟏

𝟕
)

𝒏+𝟏

 

Et on a d’aprés la question précédente  𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟏

𝟕
𝒖𝒏 

Donc    𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟏

𝟕
𝒖𝒏 ≤ (

𝟏

𝟕
)

𝒏+𝟏

 

𝑫′𝒐𝒖:     𝒖𝒏+𝟏 ≤ (
𝟏

𝟕
)

𝒏+𝟏

 

➢ D'après le principe de récurrence, on a  (∀𝒏 ∈ ℕ); 𝒖𝒏 ≤ (
𝟏

𝟕
)𝒏 

 

 



Page 06 Corrigée de série 04 :  Limite d’une suite   2bac Sx      
2) Soit n un entier naturel,  

𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 =  𝟏 −
𝟗

𝒖𝒏 + 𝟓
− 𝒖𝒏 

                     =
𝒖𝒏 + 𝟓 − 𝟗 − 𝒖𝒏(𝒖𝒏 + 𝟓)

𝒖𝒏 + 𝟓
 

                     =
−𝟒 − 𝒖𝒏

𝟐 − 𝟒𝒖𝒏

𝒖𝒏 + 𝟓
 

                          =
−(𝒖𝒏

𝟐 + 𝟒𝒖𝒏 + 𝟒)

𝒖𝒏 + 𝟓
=

−(𝒖𝒏 + 𝟐)𝟐

𝒖𝒏 + 𝟓
< 𝟎 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶     𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 < 𝟎 

Donc la suite (un)  est décroissante 

la suite (un)  est décroissante et minorée par -2 donc  elle est 
convergente 
3)a)  Monter que  (𝒗𝒏) est une suite arithmétique 

𝒗𝒏+𝟏 − 𝒗𝒏 =
𝟏

𝒖𝒏+𝟏 + 𝟐
−

𝟏

𝒖𝒏 + 𝟐
 

                    =
𝟏

𝟑(𝒖𝒏+𝟐)

𝒖𝒏+𝟓

−
𝟏

𝒖𝒏 + 𝟐
 

                     =
𝒖𝒏 + 𝟓

𝟑(𝒖𝒏 + 𝟐)
−

𝟑

𝟑(𝒖𝒏 + 𝟐)
 

                    =
𝒖𝒏 + 𝟓 − 𝟑

𝟑(𝒖𝒏 + 𝟐)
=

𝒖𝒏 + 𝟐

𝟑(𝒖𝒏 + 𝟐)
=

𝟏

𝟑
 

Donc (𝒗𝒏) est arithmétique de raison 𝒓 =
𝟏

𝟑
 et 𝒗𝟎 =

𝟏

𝒖𝟎+𝟐
=

𝟏

𝟑
 

b)Soit n un entier naturel,  

la suite (𝒗𝒏) est arithmétique de raison 𝒓 =
𝟏

𝟑
 et 𝒗𝟎 =

𝟏

𝟑
 

Donc  𝒗𝒏 = 𝒗𝟎 + 𝒓(𝒏 − 𝟎) 

                  =
𝟏

𝟑
+

𝟏

𝟑
𝒏 

                  =
𝟏

𝟑
(𝟏 + 𝒏) 

Exercice 05 

(𝒖𝒏) 𝒖𝒏𝒆 𝒔𝒖𝒊𝒕𝒆 𝒕𝒆𝒍 𝒒𝒖𝒆 :   (∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵⬚),   𝒖𝒏+𝟏 = 𝟏 −
𝟗

𝒖𝒏+𝟓
    𝒆𝒕   𝒖𝟎 = 𝟏 

1) Montrer que  ; (∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵⬚):    𝒖𝒏 > −𝟐   

2)Montrer que (𝒖𝒏) et convergente 

3) 𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒕𝒐𝒖𝒕 𝒏 𝒅𝒂𝒏𝒔 𝑰𝑵 𝒐𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒆 ∶  𝒗𝒏 =
𝟏

𝒖𝒏+𝟐
 

  a) Monter que  (𝒗𝒏) est une suite arithmétique  

  b) Calculer 𝒖𝒏 en fonction de n   puis préciser la limite de (𝒖𝒏) 

Solution : 

1)Démontrons par récurrence que (∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵⬚): 𝒖𝒏 > −𝟐   

➢ Pour n=0 on a   𝒖𝟎 = 𝟏 > −𝟐 

La propriété est donc vraie pour n = 0 

➢ Soit n un entier naturel,  

Supposons  que  𝒖𝒏 > −𝟐  et montrons que   𝒖𝒏+𝟏 > −𝟐. 

𝒖𝒏+𝟏 + 𝟐 = 𝟏 −
𝟗

𝒖𝒏 + 𝟓
+ 𝟐 

                 = 𝟑 −
𝟗

𝒖𝒏 + 𝟓
 

                  =
𝟑(𝒖𝒏 + 𝟓) − 𝟗

𝒖𝒏 + 𝟓
 

                  =
𝟑𝒖𝒏 + 𝟔

𝒖𝒏 + 𝟓
 

                  =
𝟑(𝒖𝒏 + 𝟐)

𝒖𝒏 + 𝟓
 

On a 𝒖𝒏 > −𝟐   donc    𝒖𝒏 + 𝟓 > 𝟑 donc  𝒖𝒏 + 𝟓 > 𝟎 

Et on a 𝒖𝒏 > −𝟐   donc    𝒖𝒏 + 𝟐 > 𝟎 donc  𝟑(𝒖𝒏 + 𝟐) > 𝟎 

Donc 
𝟑(𝒖𝒏+𝟐)

𝒖𝒏+𝟓
> 𝟎    donc   𝒖𝒏+𝟏 + 𝟐 > 𝟎  donc    𝒖𝒏+𝟏 > −𝟐 

➢ D'après le principe de récurrence, on a : (∀𝒏 ∈ ℕ) ;    𝒖𝒏 > −𝟐  



Page 07 Corrigée de série 04 :  Limite d’une suite   2bac Sx      
Solution : 

➢ 1) Pour n=0 on a   𝟐 < 𝒖𝟎 = 𝟑 < 𝟒  donc la PV pour n = 0 

➢ Supposons que  𝟐 < 𝒖𝒏 < 𝟒et montrons que 𝟐 < 𝒖𝒏+𝟏 < 𝟒. 

∗   𝒖𝒏+𝟏 − 𝟐 =
𝟖(𝒖𝒏 − 𝟏)

𝒖𝒏 + 𝟐
− 𝟐 

       =
𝟖(𝒖𝒏 − 𝟏) − 𝟐(𝒖𝒏 + 𝟐)

𝒖𝒏 + 𝟐
 

     =
𝟔𝒖𝒏 − 𝟏𝟐

𝒖𝒏 + 𝟐
  =

𝟔(𝒖𝒏 − 𝟐)

𝒖𝒏 + 𝟐
 

On a  𝒖𝒏 > 𝟐  

donc 𝒖𝒏 + 𝟐 > 𝟒 

Donc  𝒖𝒏 + 𝟐 > 𝟎 

Et 𝒖𝒏 > 𝟐  

donc 𝒖𝒏 − 𝟐 > 𝟎  

Donc  𝟔(𝒖𝒏 − 𝟐) > 𝟎 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶  
𝟔(𝒖𝒏 − 𝟐)

𝒖𝒏 + 𝟐
> 𝟎 

Donc 𝒖𝒏+𝟏 − 𝟐 > 𝟎  

Donc 𝒖𝒏+𝟏 > 𝟐 .             

  d’où  𝟐 < 𝒖𝒏+𝟏 < 𝟒 

➢ D'après le principe de récurrence, on a  ∀𝒏 ∈ ℕ : 𝟐 < 𝒖𝒏 < 𝟒 

𝒗𝒏 =
𝟏

𝒖𝒏 + 𝟐
⇒ 𝒖𝒏 + 𝟐 =

𝟏

𝒗𝒏

 ⇒ 𝒖𝒏 =
𝟏

𝒗𝒏

− 𝟐  

                        ⇒ 𝒖𝒏 =
𝟏

𝟏

𝟑
(𝟏 + 𝒏)

− 𝟐 

                       ⇒ 𝒖𝒏 =
𝟑

𝟏 + 𝒏
− 𝟐 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒖𝒏 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟑

𝟏+𝒏
− 𝟐 = −𝟐   ; car :  𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞

𝟑

𝟏+𝒏
= 𝟎 

Exercice 06 

(𝒖𝒏) la suite définie par: 𝒖𝟎 = 𝟑 𝒆𝒕 (∀𝒏 ∈ ℕ) ∶  𝒖𝒏+𝟏 =
𝟖(𝒖𝒏−𝟏)

𝒖𝒏+𝟐
 

1) Montrer par récurrence que: (∀𝒏 ∈ ℕ) ; 𝟐 < 𝒖𝒏 < 𝟒. 

2) Etudier la monotonie de (𝒖𝒏) et déduire qu’elle convergente 

3)  Pour tout  𝒏 ∈ ℕ, on pose: 𝒗𝒏 =
𝑼𝒏−𝟒

𝑼𝒏−𝟐
 

a-Montrer que la suite (𝒗𝒏) est géométrique  

    b- Exprimer 𝒗𝒏 et 𝒖𝒏 en fonction de 𝒏  et déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

4) a-Montrer que:(∀𝒏 ∈ ℕ);  𝟒 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏) 

    b-En déduire que:(∀𝒏 ∈ ℕ); 𝟒 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟒

𝟓
)

𝒏

 

     c-Déduite une autre fois  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒖𝒏. 

 

 

 

 

 

∗    𝒖𝒏+𝟏 − 𝟒 =
𝟖(𝒖𝒏 − 𝟏)

𝒖𝒏 + 𝟐
− 𝟒 

              =
𝟖(𝒖𝒏 − 𝟏) − 𝟒(𝒖𝒏 + 𝟐)

𝒖𝒏 + 𝟐
 

                  =
𝟒𝒖𝒏 − 𝟏𝟔

𝒖𝒏 + 𝟐
=

𝟒(𝒖𝒏 − 𝟒)

𝒖𝒏 + 𝟐
 

Et on a 𝒖𝒏 < 𝟒   

Donc  𝒖𝒏 − 𝟒 < 𝟎  

donc  𝟒(𝒖𝒏 − 𝟐) < 𝟎 

Et 𝒖𝒏 + 𝟐 > 𝟎 ;  

donc 
𝟒(𝒖𝒏−𝟒)

𝒖𝒏+𝟐
> 𝟎     

Donc   𝒖𝒏+𝟏 − 𝟒 < 𝟎   

Donc    𝒖𝒏+𝟏 < 𝟒 
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∗  𝒖𝒏  en fonction de n 

𝒗𝒏 =
𝒖𝒏 − 𝟒

𝒖𝒏 − 𝟐
⇒ 𝒗𝒏(𝒖𝒏 − 𝟐) = 𝒖𝒏 − 𝟒 

                         ⇒ 𝒖𝒏𝒗𝒏 − 𝟐𝒗𝒏 − 𝒖𝒏 = −𝟒  

                        ⇒ 𝒖𝒏(𝒗𝒏 − 𝟏) = 𝟐𝒗𝒏 − 𝟒 

                       ⇒ 𝒖𝒏 =
𝟐𝒗𝒏 − 𝟒

𝒗𝒏 − 𝟏
 ⇒ 𝒖𝒏 =

−𝟐 (
𝟐

𝟑
)

𝒏

− 𝟒

(
𝟐

𝟑
)

𝒏

− 𝟏
 

∗ la limite de la suite (un)   

 𝑶𝒏 𝒂:   − 𝟏 <
𝟐

𝟑
< 𝟏     𝒅𝒐𝒏𝒄     𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
(

𝟐

𝟑
)

𝒏

= 𝟎  

𝑫′𝒐𝒖 ∶   𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒖𝒏 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

−𝟐(
𝟐

𝟑
)

𝒏
−𝟒

(
𝟐

𝟑
)

𝒏
−𝟏

=
𝟎−𝟒

𝟎−𝟏
= 𝟒   ;  

4)a) Soit n un entier naturel,  

1ère méthode : ( la différence)  

𝟒 − 𝒖𝒏+𝟏 −
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏) =

𝟒(𝟒 − 𝒖𝒏)

𝒖𝒏 + 𝟐
−

𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏) 

= 𝟒(𝟒 − 𝒖𝒏)(
𝟏

𝒖𝒏 + 𝟐
−

𝟏

𝟓
) 

= 𝟒(𝟒 − 𝒖𝒏)(
𝟓 − 𝒖𝒏 − 𝟐

𝟓(𝒖𝒏 + 𝟐)
) 

=
𝟒(𝟒 − 𝒖𝒏)(𝟑 − 𝒖𝒏)

𝟓(𝒖𝒏 + 𝟐)
 

On a la suite (un)  est croissante  donc  𝒖𝒏 ≥ 𝒖𝟎 

Donc 𝒖𝒏 ≥ 𝟑      donc 𝟑 − 𝒖𝒏 ≤ 𝟎 

Et on a    𝒖𝒏 > 𝟒  donc 𝟒 − 𝒖𝒏 > 𝟎 

Et on a    𝒖𝒏 + 𝟐 > 𝟎 

Donc 
𝟒(𝟒−𝒖𝒏)(𝟑−𝒖𝒏)

𝒖𝒏+𝟐
≤ 𝟎 ;  

Donc 𝟒 − 𝒖𝒏+𝟏 −
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏) ≤ 𝟎 

D’où (∀𝒏 ∈ ℕ);  𝟒 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏) 

 2) Soit n un entier naturel,  

𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 =  
𝟖(𝒖𝒏 − 𝟏)

𝒖𝒏 + 𝟐
− 𝒖𝒏 

                     =
𝟖(𝒖𝒏 − 𝟏) − 𝒖𝒏(𝒖𝒏 + 𝟐)

𝒖𝒏 + 𝟐
 

                     =
𝟖𝒖𝒏 − 𝟖 − 𝒖𝒏

𝟐 − 𝟐𝒖𝒏

𝒖𝒏 + 𝟐
 

                          =
−(𝒖𝒏

𝟐 − 𝟔𝒖𝒏 + 𝟖)

𝒖𝒏 + 𝟐
=

−(𝒖𝒏 − 𝟒)(𝒖𝒏 − 𝟐)

𝒖𝒏 + 𝟐
 

  𝟐 < 𝒖𝒏+𝟏 < 𝟒 ⇒ (𝒖𝒏 − 𝟒) < 𝟎 𝒆𝒕 (𝒖𝒏 − 𝟐) > 𝟎   𝒆𝒕 (𝒖𝒏 + 𝟐) > 𝟎 

                               ⇒
−(𝒖𝒏 − 𝟒)(𝒖𝒏 − 𝟐)

𝒖𝒏 + 𝟐
> 𝟎 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶     𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 > 𝟎 

Donc la suite (un)  est croissante 

La suite (un)  est croissante et majorée par 4 donc  elle est 

convergente 

3)a)  Monter que  (𝒗𝒏) est une suite géométrique  

𝒗𝒏+𝟏 =
𝒖𝒏+𝟏 − 𝟒

𝒖𝒏+𝟏 − 𝟐
=

𝟒(𝒖𝒏−𝟒)

𝒖𝒏+𝟐

𝟔(𝒖𝒏−𝟐)

𝒖𝒏+𝟐

 

                     =
𝟒(𝒖𝒏 − 𝟒)

𝟔(𝒖𝒏 − 𝟐)
 

                    =
𝟒

𝟔

(𝒖𝒏 − 𝟒)

(𝒖𝒏 − 𝟐)
=

𝟐

𝟑
𝒗𝒏 

Donc (𝒗𝒏) est géométrique de raison 𝒒 =
𝟐

𝟑
 et 𝒗𝟎 =

𝒖𝟎−𝟒

𝒖𝟎−𝟐
=

−𝟏

𝟏
= −𝟏 

a) 𝒗𝒏  en fonction de n 

La suite (𝒗𝒏) est géométrique de raison 𝒒 =
𝟐

𝟑
 et 𝒗𝟎 = −𝟏 

Donc   𝒗𝒏 = 𝒗𝟎 × (𝒒)𝒏−𝟎 

                  = − (
𝟐

𝟑
)

𝒏
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2ème méthode :  

On a ;   (∀𝒏 ∈ ℕ):  𝟒 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏) 

 

Pour n=0 on a : 𝟒 − 𝒖𝟏 ≤
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝟎) 

Pour n=1 on a : 𝟒 − 𝒖𝟐 ≤
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝟏) 

… 

… 

…. 

Pour n-2 on a : 𝟒 − 𝒖𝒏−𝟏 ≤
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏−𝟐) 

Pour n-1 on a : 𝟒 − 𝒖𝒏 ≤
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏−𝟏) 

 

On multiplie les inégalités terme à terme car sont positives, on 

trouve : 

 (𝟒 − 𝒖𝟏)(𝟒 − 𝒖𝟐). . . (𝟒 − 𝒖𝒏) ≤
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝟎)

𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝟏) …

𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏−𝟏) 

 C-à-dire :  𝟒 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟒

𝟓
)

𝒏
(𝟒 − 𝒖𝟎) 

D’où   (∀𝒏 ∈ ℕ); 𝟒 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟒

𝟓
)

𝒏

 

 

     c-Déduite une autre fois  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒖𝒏. 

On a   𝒖𝒏 > 𝟒  donc 𝟒 − 𝒖𝒏 > 𝟎 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶  (∀𝒏 ∈ ℕ);    𝟎 < 𝟒 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟒

𝟓
)

𝒏

 

𝑬𝒕 𝒐𝒏 𝒂 ∶    −𝟏 <
𝟒

𝟓
< 𝟏     𝒅𝒐𝒏𝒄     𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
(

𝟒

𝟓
)

𝒏

= 𝟎 

Donc d’prés théorème d’encadrement on a : 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟒 − 𝒖𝒏 = 𝟎 

D’où 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒖𝒏 = 𝟒 

 

 2ème méthode : (l’encadrement) 

𝑶𝒏 𝒂 𝒅′𝒂𝒑𝒓é𝒔𝒍𝒂 𝒒𝒖𝒆𝒔𝒕𝒊𝒐𝒏 𝟏)  ∶  𝟒 − 𝒖𝒏+𝟏 =
𝟒(𝟒 − 𝒖𝒏)

𝒖𝒏 + 𝟐
 

En a la suite (un)  est croissante donc  𝒖𝒏 ≥ 𝒖𝟎 c-à-dire  𝒖𝒏 ≥ 𝟑    

Donc 𝒖𝒏 + 𝟐 ≥ 𝟓   

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶  
𝟏

𝒖𝒏 + 𝟐
≤

𝟏

𝟓
 

Et on a   𝒖𝒏 > 𝟒  donc 𝟒 − 𝒖𝒏 > 𝟎  

Donc  𝟒(𝟒 − 𝒖𝒏) > 𝟎 

𝐃’𝐨ù: 
𝟏

𝒖𝒏 + 𝟐
× 𝟒(𝟒 − 𝒖𝒏) ≤

𝟏

𝟓
× 𝟒(𝟒 − 𝒖𝒏) 

𝑫𝑶𝑵𝑪:    
𝟒(𝟒 − 𝒖𝒏)

𝒖𝒏 + 𝟐
≤

𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏) 

D’où  𝟒 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏) 

 

 b-En déduire que:(∀𝒏 ∈ ℕ); 𝟒 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟒

𝟓
)

𝒏

 

1ère méthode : (par récurrence) 

➢ Pour n=0 on a   𝟒 − 𝒖𝟎 = 𝟒 − 𝟑 = 𝟏 ≤ (
𝟒

𝟓
)

𝟎

= 𝟏 

La propriété est donc vraie pour n = 0 

➢ Soit n un entier naturel,  

Supposons que  𝟒 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟒

𝟓
)

𝒏

montrons que 𝟒 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤ (
𝟒

𝟓
)

𝒏+𝟏

. 

On a   𝟒 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟒

𝟓
)

𝒏

    donc  
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏) ≤ (

𝟒

𝟓
)

𝒏+𝟏

 

Et on a d’aprés la question précédente  𝟒 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟒

𝟓
(𝟒 − 𝒖𝒏) 

Donc 𝟒 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤ (
𝟒

𝟓
)

𝒏+𝟏

 

➢ D'après le principe de récurrence, on a  (∀𝒏 ∈ ℕ); 𝟒 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟒

𝟓
)

𝒏
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𝒃)   Soit  𝒙 ∈ ℝ+ 

𝒇′(𝒙) =
(𝟏 × √𝟏 + 𝒙𝟐) − (𝒙 ×

𝟐𝒙

𝟐√𝟏+𝒙𝟐
)

√𝟏 + 𝒙𝟐
𝟐  

           =
√𝟏 + 𝒙𝟐 −

𝒙𝟐

√𝟏+𝒙𝟐

𝟏 + 𝒙𝟐
 

           =

√𝟏+𝒙𝟐
𝟐

−𝒙𝟐

√𝟏+𝒙𝟐

       𝟏 + 𝒙𝟐             
 

           =
(𝟏 + 𝒙𝟐) − 𝒙𝟐

(𝟏 + 𝒙𝟐)√𝟏 + 𝒙𝟐
 

          =
𝟏

(𝟏 + 𝒙𝟐)√𝟏 + 𝒙𝟐
> 𝟎 

Donc la fonction 𝒇 est strictement croissante sur 𝑰𝑹+ 

3)a) Démontrer par récurrence que (∀𝒏 ∈ ℕ) ;   𝟎 ≤  𝒖𝒏 ≤ 𝟏  

➢ Pour n=0 on a     𝟎 ≤  𝒖𝟎 = 𝟏
𝟐⁄ ≤ 𝟏 

La propriété est donc vraie pour n = 0 

➢ Soit n un entier naturel,  

Supposons que   𝟎 ≤  𝒖𝒏 ≤ 𝟏 et montrons que   𝟎 ≤  𝒖𝒏+𝟏 ≤ 𝟏. 

On sait que la fonction 𝒇 est strictement croissante sur 

l’intervalle [𝟎; 𝟏]   et  𝟎 ≤  𝒖𝒏 ≤ 𝟏  ,  donc ; 

 𝟎 ≤  𝒖𝒏 ≤ 𝟏 ⟹  𝒇(𝟎) ≤  𝒇(𝒖𝒏) ≤ 𝒇(𝟏) 

                           ⟹ 𝟎 ≤ 𝒖𝒏+𝟏 ≤ 𝟏
𝟐⁄  

                          ⟹  𝟎 ≤  𝒖𝒏+𝟏 ≤ 𝟏                          ;   car  𝟏 𝟐⁄ < 𝟏 

D'après le principe de récurrence, on a : (∀𝒏 ∈ ℕ)    𝟎 ≤  𝒖𝒏 ≤ 𝟏⬚  

b) Soit n un entier naturel,  

𝑶𝒏 𝒂: (∀𝒙 ∈ [𝟎; 𝟏]): 𝒇(𝒙) ≤ 𝒙 , d’après 1)a)  

et  𝒖𝒏 ∈ [𝟎; 𝟏]  d’après 3)a) 

Donc on pose     𝒙 =  𝒖𝒏 , on trouve     𝒇(𝒖𝒏) ≤ 𝒖𝒏      

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶  𝒖𝒏+𝟏 ≤ 𝒖𝒏 ; d’où la suite (un)  est décroissante 

   Exercice 07 

𝒇  définie sur 𝑰𝑹+ par :  𝒇(𝒙) =
𝒙

√𝟏+𝒙𝟐
 

1)a-Montrer que: (∀𝒙 ∈ ℝ+): 𝒇(𝒙) ≤ 𝒙. 

    b-Montrer que 𝒇 est strictement croissante sur 𝑰𝑹+ 

2)  On considère la suite  (𝒖𝒏) définie par: 

𝒖𝟎 = 𝟏
𝟐⁄  Et 𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏) pour tout 𝒏 ∈ ℕ 

a-Montrer que : (∀𝒏 ∈ ℕ) ; 𝟎 < 𝒖𝒏 < 𝟏. 

 b-Montrer que la suite (𝒖𝒏) est décroissante. 

 c-En déduire que (𝒖𝒏) est convergente  puis déterminer sa limite 

Solution : 

𝟏)  𝒂)   Soit  𝒙 ∈ ℝ+ 

  𝒇(𝒙) − 𝒙 =
𝒙

√𝟏 + 𝒙𝟐
− 𝒙 

                     =
𝒙 − 𝒙√𝟏 + 𝒙𝟐

√𝟏 + 𝒙𝟐
 

                  =
𝒙𝟐 − 𝒙𝟐√𝟏 + 𝒙𝟐

𝟐

(𝒙 + 𝒙√𝟏 + 𝒙𝟐)√𝟏 + 𝒙𝟐
 

                  =
𝒙𝟐 − 𝒙𝟐(𝟏 + 𝒙𝟐)

(𝒙 + 𝒙√𝟏 + 𝒙𝟐)√𝟏 + 𝒙𝟐
 

                  =
𝒙𝟐 − 𝒙𝟐 − 𝒙𝟒

(𝒙 + 𝒙√𝟏 + 𝒙𝟐)√𝟏 + 𝒙𝟐
 

                  =
−𝒙𝟒

(𝒙 + 𝒙√𝟏 + 𝒙𝟐)√𝟏 + 𝒙𝟐
≤ 𝟎 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶  𝒇(𝒙) − 𝒙 ≤ 𝟎 ;     𝑫′𝒐𝒖 ∶     (∀𝒙 ∈ ℝ+): 𝒇(𝒙) ≤ 𝒙 
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 𝟏 ≤  𝒖𝒏 ≤ 𝟑 ⟹  𝒇(𝟏) ≤  𝒇(𝒖𝒏) ≤ 𝒇(𝟑)  ,     𝒄𝒂𝒓  𝒇 𝒆𝒔𝒕 𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆  

                            ⟹ √𝟓 ≤ √𝟐𝒖𝒏 + 𝟑   ≤ 𝟑 

                          ⟹  𝟏 ≤  𝒖𝒏+𝟏 ≤ 𝟑                          ;   car  𝟏 < √𝟓 

D'après le principe de récurrence, on a : (∀𝒏 ∈ ℕ)    𝟏 ≤  𝒖𝒏 ≤ 𝟑⬚  

2)Soit n un entier naturel,  

𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 =  √𝟐𝒖𝒏 + 𝟑 − 𝒖𝒏 =
𝟐𝒖𝒏 + 𝟑 − 𝒖𝒏

𝟐

√𝟐𝒖𝒏 + 𝟑 + 𝒖𝒏

 

                      =
−𝒖𝒏

𝟐 + 𝟐𝒖𝒏 − 𝟑

√𝟐𝒖𝒏 + 𝟑 + 𝒖𝒏

 

𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 =
−(𝒖𝒏 − 𝟏)(𝒖𝒏 − 𝟑)

√𝟐𝒖𝒏 + 𝟑 + 𝒖𝒏

 

 𝟏 ≤  𝒖𝒏 ≤ 𝟑 ⟹ 𝒖𝒏 − 𝟏 ≥ 𝟎 𝒆𝒕 𝒖𝒏 − 𝟑 ≤ 𝟎 𝒆𝒕√𝟐𝒖𝒏 + 𝟑 + 𝒖𝒏 > 𝟎  

⟹ −
−(𝒖𝒏 − 𝟏)(𝒖𝒏 − 𝟑)

√𝟐𝒖𝒏 + 𝟑 + 𝒖𝒏

≥ 𝟎 

⟹ 𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 ≥ 𝟎 

Donc la suite (un)  est croissante 

3) la suite (un) est croissante et majorée par 3 donc convergente. 

Considérons la fonction définit sur [𝟏; 𝟑] par  𝒇: 𝒙 ⟶ √𝟐𝒙 + 𝟑  
La suite (un) est définit par 𝒖𝟎 = 𝟏 et 𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏)  

• f est continue sur l’intervalle [𝟏; 𝟑] , car dérivable sur [𝟏; 𝟑]  

• 𝒇([𝟏; 𝟑]) = [𝒇(𝟏); 𝒇(𝟑)] = [√𝟓; 𝟑]  ⊂ [𝟏; 𝟑] 

• 𝐮𝟎 = 𝟏 ∈ [𝟏; 𝟑] 
• La suite (un) est convergente 
Alors la limite de la suite (𝐮𝐧)   est L  la solution de 

l’équation   𝒇(𝒙) = 𝒙 

                     𝒇(𝒙) = 𝒙 ⟺ √𝟐𝒙 + 𝟑 = 𝒙  ⟺ 𝟐𝒙 + 𝟑 = 𝒙𝟐 

                                        ⟺ 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟑 = 𝟎 
                                         ⟺ 𝒙 = 𝟏 𝒐𝒖 𝒙 = 𝟑 
Et on a la suite (un) est croissante donc la limite est 3 

c)  la suite (un)  est décroissante et minorée  par 0 donc  elle est 

convergente. 

• La fonction f est continue sur l’intervalle [𝟎; 𝟏] ; car elle est 

dérivable sur [𝟎; 𝟏]  

• 𝒇([𝟎; 𝟏]) = [𝒇(𝟎); 𝒇(𝟏)] = [𝟎; 𝟏
𝟐⁄ ]  ⊂ [𝟎; 𝟏] 

• 𝐮𝟎 = 𝟏
𝟐⁄ ∈ [𝟎; 𝟏] 

• La suite (un) est convergente 

Alors la limite de la suite (𝐮𝐧)   est L  la solution de 

l’équation   𝒇(𝒙) = 𝒙 

 𝒇(𝒙) = 𝒙 ⟺ 𝒇(𝒙) − 𝒙 = 𝟎 

                ⟺
−𝒙𝟒

(𝒙 + 𝒙√𝟏 + 𝒙𝟐)√𝟏 + 𝒙𝟐
= 𝟎     ;  𝒄𝒂𝒓 𝒇(𝒙) − 𝒙 𝒅é𝒋𝒂 𝒄𝒂𝒍𝒄𝒖𝒍é 

               ⟺ −𝒙𝟒 = 𝟎 

               ⟺ 𝒙 = 𝟎 

Donc la limite de la suite (𝐮𝐧)   est  0 

Exercice 08 

(un) définie la suite tel que  ; (∀𝒏 ∈ ℕ); 𝒖𝒏+𝟏 = √𝟐𝒖𝒏 + 𝟑   et  𝒖𝟎 = 𝟏.  

2) Montrer que : (∀𝒏 ∈ ℕ) ;   𝟏 ≤  𝒖𝒏 ≤ 𝟑 

3) Montrer que (un) est croissante 

4)  Déduire que (un) est convergente et déterminer sa limite  

Solution : 

1) Démontrer par récurrence que (∀𝒏 ∈ ℕ) ;   𝟏 ≤  𝒖𝒏 ≤ 𝟑  

➢ Pour n=0 on a     𝟏 ≤  𝒖𝟎 = 𝟏 ≤ 𝟑 

La propriété est donc vraie pour n = 0 

➢ Soit n un entier naturel,  

Supposons que   𝟏 ≤  𝒖𝒏 ≤ 𝟑  et montrons que   𝟏 ≤  𝒖𝒏+𝟏 ≤ 𝟑. 

Considérons la fonction 𝒇: 𝒙 ⟶ √𝟐𝒙 + 𝟑  sur l’intervalle [𝟏; 𝟑] 

  𝑶𝒏 𝒂 𝒇 𝒆𝒔𝒕 𝒅é𝒓𝒊𝒗𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒔𝒖𝒓 [𝟏; 𝟑] 𝒆𝒕  𝒇′(𝒙) =
𝟐

𝟐√𝟐𝒙+𝟑 
> 𝟎 

Donc la fonction 𝒇 est strictement croissante sur [𝟏; 𝟑]  , 


