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Exercice 01
Déterminer les limites suivantes :

5n2+4

: 2 _ . : _ .
a) nllrJrr‘lwn 5n+1 ; b) nllﬂon 3vn ;0 C) n‘l‘ﬂo Ziin
" . 3 5+6(§) 3 n n
d) nl_l)ll(lpl + ( ) ; e) nl_l)l_go 1_@,1 D) nlllﬂoz 3

Exercice 02
Soit la suite (u,) tel que u,,,; =2u, +3 et u, =0 avec
1) Montrerque: (VneN); u,>n

2) Déduire la limite de (un)

n € IN

Exercice 03
Soit la suite (u,) définie par (Vvn € N): u,, 4 = %un +2 et uy,=2.
1) Montrer que ;(VvneN) u, <3
2) Etudier la monotonie de (u,) et déduire qu’elle convergente
3) En déduire que ;(VneN) : u, =2
4) Pour tout n dans N on pose : v, =u, — 3

a) Monter que (v,,) est une suite géométrique

b) Exprimer v,, en fonction de n

c) Calculer u,, en fonction de n puis préciser la limite de (u,,)
5) Pour tout ndans IN onpose : S, =vy+v,+ - +v,1+7V,
Calculer S,, en fonction de n puis préciser la limite de (S,,)

6) Pour toutndans IN onpose : T, =uy+u;+-+u,_1+u,
Calculer T,, en fonction de n puis préciser la limite de (T,,)

Exercice 04
3U,

Soit (U,)) une suite tel que: Yvn € IN: U, .1 = Tir0-

etUp=1

1) Montrer que; VneN; U, >0

2) Montrer que ;Vn € N; U, {1 < % U,

3) En déduire la monotonie de (U,,)

4) Montrerque Vn e N; 0 < U, < (%)" et calculer la limite de(U,,)

5)Onpose:vn e N: V, =.,/9 — 2U,, , calculer la limite de (V,))

f une fonction définie sur IR* par: f(x) =

Série 04 : Limite d’'une suite numérique

Exercice 05

[2bac BIOF ||
9

— =1
Un+5 et U

2) Etudier la monotonle de (un) et dedulre qu’elle convergente
3) Pour tout n dans IN on pose : v,

Up+2
a) Monter que (v,,) est une suite arithmétique

b) Exprimer v, et u,, en fonction de n et déterminer limu,
Exercice 06

8(u,—1)
up+2

(u,) la suite définie par: uy =3 et (VvneN) : u,., =

1) Montrer par récurrence que: (vin € N) ;2 < u, < 4.
2) Etudier la monotonie de (u,) et déduire qu’elle convergente

Un—4
3) Pour tout n € N, on pose: v,, = 2

a) Montrer que la suite (v,) est géométrique
b) Exprimer v, et u,, en fonction de n et déterminer lim u,

n-+o

4) a) Montrer que:(Vvn € N); 4 —u,,; < 2(4 —-u,)

n
b) En déduire que:(Vn € N);4 — u,, < G)
c) Déduite une autre fois lim u,.

-+ 00

Exercice 07
X

V1+a2
1)a) Montrer que: (Vx € RY): f(x) < x.
b)Montrer que f est strictement croissante sur IR*

2)Soit la suite (u,) définie par:u, = 1/2 et u,,., = f(u,)
a) Montrer que: (vn e N);0 < u, < 1.
b) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

c) Déduire que (u,,) est convergente puis déterminer sa limite
Exercice 08

(un) 1a suite tel que ; (Vvn € N); u,,; =/2u, +3 et u, =1.

1) Montrerque: (VneN); 1< u, <3

2) Montrer que (un) est croissante

3) Déduire que (un) est convergente et déterminer sa limite
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Exercice 01

Déterminer les limites suivantes :

b) lim n — 3vn ; Sn’+4

n—-+oo

a) lim n2-5n+1 ;

lim c) lim

f) lim 2™ — 3"

n—-+oo n—-+oo

d) 11m1+(——)n; ) li # ;
3

Exercice 02
Soit la suite (u,) tel que u,,,; =2u, +3 et u, =0 avec
1) Montrerque: (VneN); u,>n
2) Déduire la limite de (un)

Exercice 03
Soit la suite (u,) définie par (Vvn € N): u,,,4
1) Montrer que ;(Vn e N) u, <3
2) Etudier la monotonie de (u,) et déduire qu’elle convergente
3) En déduire que ;(VneN) : u, > 2
4) Pour tout ndans N on pose : v, =u, — 3
a) Monter que (v,) est une suite géométrique

=§un+2 et uy=2.

b) Exprimer v,, en fonction de n
c) Calculer u,, en fonction de n puis préciser la limite de (u,,)

5) Pour tout ndans IN onpose : S, =vy+v,+ -+ v, 1+,
Calculer S,, en fonction de n puis préciser la limite de (S,,)

6) Pour toutndans IN onpose : T, =uy+u;+ - +u,_1+u,
Calculer T, en fonction de n puis préciser la limite de (T,,)
Exercice 04

Soit (U,)) une suite tel que: Yvn € IN: U, .1 = 30n

—— etUy=1
21+U,

1) Montrerque; VneN; U, >0
2) Montrer que ;Vn € N; U, {1 < % U,

3) En déduire la monotonie de (U,,)
4) MontrerquevVn e N;0< U, < (%)" et calculer la limite de(U,,)

5)Onpose:vn e N: V, =.,/9 — 2U,, , calculer la limite de (V,))

n—+oo 4n2+3n

n € IN

Exercice 05

..... 9

..... — 1
Un+5 et up =

2) Etudier la monotonle de (un) et dedulre qu’elle convergente

3) Pour tout n dans IN on pose : v, —

a) Monter que (v,,) est une suite arlthmétique
b) Exprimer v, et u,, en fonction de n et déterminer limu,

Exercice 06
8(u,—1)

(u,) la suite définie par: uy =3 et (VvneN) : u,., = —

1) Montrer par récurrence que: (vin € N) ;2 < u, < 4.
2) Etudier la monotonie de (u,) et déduire qu’elle convergente

Un—4
3) Pour tout n € N, on pose: v,, = h

a)Montrer que la suite (v,) est géométrique

b) Exprimer v,, et u,, en fonction de n et déterminer ll{rn u,
n—-+0co

4) a) Montrer que:(Vn € N); 4 —u, 4 < c - u,)

n
b) En déduire que:(vn € N);4 —u, < (g)
c) Déduite une autre fois 11m u,

n—

Exerc1ce 07
f une fonction définie sur IR* par: f(x) =

1)a) Montrer que: (Vx € R*): f(x) < x.
b)Montrer que f est strictement croissante sur IR*

2)Soit la suite (u,) définie par: u, = 1/2 et u,,, = f(u,)

a) Montrer que: (vn e N);0 < u, < 1.

b) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

c) Déduire que (u,) est convergente puis déterminer sa limite
Exercice 08

(un) la suite tel que ; (Vn € N); u,,; =/2u, +3 et uy =1.

4) Montrer que: (VneN); 1< u,<3

5) Montrer que (un) est croissante

6) Déduire que (un) est convergente et déterminer sa limite

X

V1+x2




Exercice 01
Déterminer les limites suivantes :

2
b) lim n — 3vn ;) lim >2*

n-+oo n-+oo 4n2+3n

a) lim n?-5n+1 ;
n—+oo

d) lim 1 + (——)n ;

n—-+oo

f) lim 2" — 3

n—-+oo 1_@y1 ! n—+0o

Solution :
a) lim n? -5n+1

n—+oo

lim n? = 4+owet lim -5n+1=—
n—+oo n-+oo

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "co — oo",
e Levons l'indétermination en factorisant par le plus haut degré :

. 2 . 5n 1
limn? —-5n+1= lim n? (1——+—)
n—+oo n—+oo nz nZ

. 2 5 1
= limn (1 ——+ 2)
n—+o n n
e Or lim E:Oet lim %—0
n-+oc N n-+oco N

5 1 ,
Donc lim 1 —- t—5= = 1 par limite d’'une somme Et lim n? = +o
n-+oo n n—+oo

Donc lim n (1 -=+ —2) = +oo par limite d’'un produit.
n-+oo n o n

d4 lim n2-5n+1 = +oo.

n—+oo

b) e lim n = +o et lim 3vn = +oo

n—-+oo n-+o
Il s'agit d'une forme indéterminée du type "co — 0",

limn — 3\/_—11mn<1—£>

n—+oo n—+oo
=l li 1 3 ) +
imn = lim n —— ) =40
n—+oo n—+oo 1/n
Car lim n = +o et lim 1—— 1
n—-+oo n—+oo

c)elim 5n®> +4 =+c0 et lim 4n® +3n =+

n—-+oo n—-+oo
n co n

Il s'agit d'une forme indéterminée ="
 Levons lI'indétermination en factorisant le numérateur et le
dénominateur par le monoéme de plus haut degré :

4
5n% + 4 . n? S5+—
im —————= lim — X
n+o4n? +3n  no+on? 44 3_"
5'+_E
= lim =
noto 4 4 =
4 n
*Or lim — =0donc lim 5 + — = 5 par limite d'une somme.
n-+oco N n->+oo
On prouve de méme que : 11111 4 + -=4,
n—>—+0oo
4
5+— 2
Donc, lim ’32 = E. Etdonc: lim 5nz tt_ E.
4 n-o+oo 4n<+3n 4

n-+o 4+;
1 n
D Jim1+(=3)

n
Ona lim (—%) =0,Car—1<—%< 1.

n—+oo

Donc lim 1 + (g)n = 1.

n—-+oo
n
5+6 @
e) lim —————;77
n--+oo 1— (_)
3
. 2\" _ 2
On anlllPoo (E) =0,Car—-1< 3 <1.
2 n
5+6(=
Donc lim (23),, _ 3*6x0 _ ¢
n—+oo 1_(5) 1-0
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f)e lim 2" = 4ooet lim 3" = +oo
n-+oo n—+oo

Il s'agit d'une forme indéterminée du type -0 ; Levons

lindétermination : 2" — 3" = 3" (z—: - 1) = 3n ((3)" - 1)

3

n
Or lim (g) — 0, Car —1 <§< 1.

n—-+oo

Donc lim (z)n -1=-1.

n—-+oo

Or lim 3" =+4o car3 > 1

n-+oo
Donc par limite d'un produit: lim 3" ((E)n — 1) = —00

n-+oo 3
Soit: lim 2" — 3" = —oo,
n—-+oo

Exercice 02
Soit la suite (un) définie pour tout entier naturel n par
U1 =2Uu, +3 et uy =0.
1) Montrer que: (VneN); u,>n
2) Déduire la limite de (un)
Solution :
1) Montrons par récurrence que: (VvneN); u,>n
> Pourn=0ona u,=0=>0
La propriété est donc vraie pour n=0
» Soit n un entier naturel ,

Supposons que u, = n et montrons que u,,; =n-+ 1.

Ona u, = ndonc2u, = 2n
etdonc 2u, + 3 = 2n + 3.

dou u,,;=>2n +3

etona2n +3-n+1)=n+2=0
donc 2n +3=(n+1)

Doncu,,; =2n+1

> D'apres le principe de récurrence,ona (vn e N); u,

2)Ona:(VneN); u,=>net limn=+oo

n—-+oo
Donc lim u, = 4+

n—-+oo

Exercice 03

Soit la suite (u,) définie par (vn € N): u,, .4 = %un +2 etuy=2.
1) Montrer que ;(VvneN) u, <3
2) Etudier la monotonie de (u,,) et déduire qu’elle convergente
3) En déduire que ; (VR eEN) : u, =2
4) Pour tout ndans N on pose : v, =u, —3

a) Monter que (v,,) est une suite géométrique

b) Exprimer v,, en fonction de n

c) Calculer u,, en fonction de n puis préciser la limite de (u,,)
5) Pour tout ndans IN onpose : S, =vy+v,+ - +v,1+7V,
Calculer S,, en fonction de n puis préciser la limite de (S,,)

6) Pour toutndans IN onpose : T, =ug+u; +--+u, 1+u,
Calculer T,, en fonction de n puis préciser la limite de (T,,)

Solution :

1) Démontrer par récurrence que la suite (u») est majorée par 3.
» Pourn=0ona u,=2<3

La propriété est donc vraie pour n =0

Soit n un entier naturel,
» Soit n un entier naturel,

Supposons que u, < 3 et montrons que u,,; < 3.
1 1
Ona u, < 3donc§un <X 3
1 1 \
etdonc;un+ 2 <3 X 3+2=3.; dou u,, ;<3
D'apres le principe de récurrence,ona: (VvneN); u, <3

2)Soit n un entier naturel,

1 1 2
Uy — U, = §un+2—un=<§—1)un+2=—§un+2
2 3 2
=—3Wn—2x7)=—-5(u,-3)




u,<3=u,—3<0 =>——(u -3)>0=>u,,;—u,>0

Donc la suite (u») est croissante

On a la suite (un) est majorée par 3 et croissante donc elle est
convergente

3) En déduire que ;(VneN) : u, > 2

On a la suite (u,) est croissante donc (Vvn € N) : u,
4) Pour tout ndans N on pose : v, =u, — 3

a) Monter que (v,,) est une suite géométrique

Soit n un entier naturel,
Un+1 = Upt1 — 3

> Ug = 2

1
=§un+2—3

1
=§un—1

1

= E(un - 3)
1

:§vn

Donc la suite (v,,) est géométrique de raison q = % et de premier
terme v =uy;—3=2-3=-1
b) Exprimer v,, en fonction de n

. L . 1 .
On a la suite (v,,) est géométrique de raison q = et de premier

terme v, = —1
Donc v, = vy X (@)™
Donc v, = —(%)"

c) Calculer u,, en fonction de n puis préciser la limite de (u,,)
Onav, =u,—3
Doncu, =3 + v,
Doncu, =3 — (%)”

lim u, = lim 3 — (3)

n—-+oo n—-+oo

Car nliTm (%)n =0

5) Pour tout ndans IN onpose : S, =vy+v{+ - +v,_1+V,
Calculer S,, en fonction de n puis préciser la limite de (S,,)

= 4 4 = - 1 -
On a la suite (v,,) est géométrique de raison q = et de premier

terme vy, = —1
_(l)n—0+1
Donc S, = vy x —¥%—
13
1 n+1
1—(=
Donc S, = -1 X (3‘2)
3
1 n+1
Donc §,, ——(1 (5)
3 n+1 3
. 1 n+1
Car lim (;) -

6) Pour tout ndans IN onpose : T, =uy+u; +--+u,_1+u,
Calculer T,, en fonction de n puis préciser la limite de (T,,)

Onau, =3 +v, donc:

T, =uy+uy+--+u,1+u,
=3+vg+3+vy+---+3+v,4+3+v,
=3+3+-+3+3+vot+tvi+--t+v,1+v,
=3n+1)+S,

3 11’l+1 3 3 1n+1
= N-=(1-(= =
3m+1) 2( (3) ) 3"+2+2(3)

lim T, = lim 3(n+1) —E( — (_)n+1> = +00

n-+oo n—-+oo 3
3

Car lim3(n+1)=+w et lim §,=—-=

n—+co n—+co 2




Exercice 04

3u,
21+uy,

Soit (u,,) une suite telque: (Vn e N) :u,.; =

1) Montrer que; (v—neN) ; u, >0

2) Montrer que ; (VnEN); u, 1 < % U,

3) En déduire la monotonie de (u,)

4) Montrer que (Vvn e N) ;0 < u, < (;)"

puis calculer la limite de (u,,)

5) Onpose: (vn € N) : v, = ,/9 — 2u,, ,
Calculer la limite de (v,,)

Solution :

1) Pourn=0ona u,=1>0
donc la proposition est vraie pourn=20

> Soit n un entier naturel

Supposons que u,, > 0 et montrons que u,,,.; > 0.

3u,

Fona: Uy =g
n

Etona: u, >0

donc 3u,, >0 et 21+4+u, >0

3U,
214U,

>0

Donc

Doncu,,; > 0.
» D'apres le principe de récurrence,ona Vvn € N: u,, > 0
>

etU0=1

2) Soit n un entier naturel,

1¢re méthode : ( 1a différence)

1 3u, 1
et g = ot v, 7
_ 7 x3u, — (21 + uy)u,

7(21 +uy,)

_ 21u, - 21u, —uj,

721 + u,)

_ufl

T 721 +u,)

<0

1
Doncu,, .1 — - Un <0

) A 1
D’ou (Vn € N); u,,, < - Un

2 éme méthode : (I'’encadrement)

Ona:u, >0 donc 21+u, =21

DonC'L<i

21 +u, 21
DonC'L<i

21 +u, 21
DORC‘L<1

21+u, 7
Donc:i<1u . caru, >0

21+u, 7 "’ n

1
D'ou: u,. < py




3)Soitn e N

1
ona: un+1S7un et u,>0

1
Donc : u, < 7un <u,

Donc : u,,q1 <u,

Donc la suite (u,)est décroissante

1) Montrons que: Vn € N; 0 <u, < (%)"
Ona: (vn € N); 0 < u,, il suffit de montrer que u,, < (;)"

1¢re méthode : (par récurrence)
0
» Pourn=0ona uy,=1< (%) =1

La propriété est donc vraie pour n =0

» Soit n un entier naturel,

1 n 1 n
Supposons que u, < (;) montrons que U, ; < (;) .

1n\" 1 1 n+1
Ona u, < (;) donc S (;)

S . - 1
Eton a d’aprés la question précédente u,  ; < S Un

1 1 n+1
Donc u,,; < - Un < (;)

1 n+1
D'ow: u,,, < (7)

> D'apres le principe de récurrence,ona (vn € N); u, < (%)"

2éme méthode :
1
Ona; (VneEN): u,,; < - Un
1
Pourn=0ona:u; < - Uo

1
Pourn=1ona:u, <-u,
7

1
Pourn-2ona:u,_; < S Un—2
1
Pourn-lona:u, < S Un-1
On multiplie les inégalités terme a terme car sont positives, on

1 1 1 1
trouve: uy X Uy X ... XU, 1 XU, < ZUg X DUy X o X Uy g X DUy
NPT 1
C-a-dire: u, < ()"
N\ 1
D'ou (VneN);0<u, < (;)n

Déduite lim u,,.
n—+oo

n

1
Ona: (VnEN);0<unS<;)

n

1 1
Etona: —1<7<1 donc lim (—) =0

n—+oo

Donc d’prés théoreme d’encadrementona: lim u, =0
n—+oo

5)On pose: (Vvn e N): v, =,/9 — 2u, , calculer la limite de (v,)
Ona:v, =,9-2u,=f(u,) telque f:x — V9 —2x

On a la fonction f est continue en 0 et li{rn u,=0
n—->+0oo

Donc lirP v, =f(0)=v9=3
n—>+oo




Exercice 05 2) Soit n un entier naturel,
; - —1__° —
(u,) une suite tel que : (Vn € IN ), U1 =1 " et up =1 Uy — Uy = 1— — u,
A _ n
1) Montrer que ; (vn € IN~): u, > —2 w, +5— 9 —u,(u, +5)
2)Montrer que (u,) et convergente = w +5
1 n
3) Pour tout ndans IN on pose : v, = " _ —4 —u? — 4u,,
a) Monter que (v,,) est une suite arithmétique u, +5
b) Calculer u,, en fonction de n puis préciser la limite de (u,,) _—(up +4u, +4)  —(u, +2)? <0
Solution : u,+5 u,+5
1)Démontrons par récurrence que (vn € IN*): u,, > —2 Donc: uuiq—u,<0
» Pourn=0ona u,=1>-2 Donc la suite (un) est décroissante
La propriété est donc vraie pour n =0 la suite (un) est décroissante et minorée par -2 donc elle est
> Soit n un entier naturel, convergente _ _ .
Supposons que u, > —2 et montrons que u,,; > —2. 3)a) Monter qu(i (v,) est ;me suite arithmétique
Vps1 — VUn = -
un+1+2=1_u +5+2 L T a2 u, +2
9 1 1
-3 T 3uat2) 4 42
u,+5 Up+5 "
_3(uy +5)-9 U, + 5 3
u, +5 3, +2) 3u,+2)
=M _u,+5-3  u,+2 1
U, +5 T3, +2) 3u,+2) 3
3 2 i - .
= M Donc (v,,) est arithmétique de raison r = let Vo = L
u, +5 3 uwp+2 3
Onau, > -2 donc u,+5>3doncu,+5>0 b)Soit n un entier naturel, ) )
Etonau, > -2 donc u,+2 > 0donc 3(u,+2)>0 la suite (v,) est arithmétique de raison r = setvy =<
Donc% >0 donc u,,;+2>0donc u,,>-—-2 Donc v, = vy +1r(n—0)
- I . 1 1
» D'apres le principe de récurrence,ona: (VvneN); u, > -2 =3 + 3




. 3
;ecar: lim —=0
n-+oo 1+n

Exercice 06

8(u,—1)
Unp+2

(u,,) la suite définie par: uy =3 et (VvneN) : u, .4 =

1) Montrer par récurrence que: (Vvn € N) ;2 < u, < 4.

2) Etudier la monotonie de (u,) et déduire qu’elle convergente

Un—4
3) Pour tout n € N, on pose: v,, = U" 5
o

a-Montrer que la suite (v,) est géométrique

b- Exprimer v,, et u,, en fonction de n et déterminer lim u,,
n—+oo

4) a-Montrer que:(Vn € N); 4 —u,,,; < 3(4 —u,)
- a\"
b-En déduire que:(Vn € N); 4 — u,, < (E)

c-Déduite une autre fois lim u,.
n—-+oo

Solutlon
» 1)Pourn=0ona 2<uy;=3<4 donclaPVpourn=0

» Supposons que 2 < u, < 4etmontrons que 2 < u,,; < 4.

8(u, —1)
‘g 2= D, 8(u, — 1)
U, + 2 ol A= o
u
_8(u,—1)—2(u, +2) 8(u —113—4(u +2)
= n n
un+2 = u., +2
n
_6u,—12  6(u, —2) _4u, —16  4(u, —4)
un+2 un+2 N un+2 B un+2

Ona u, > 2 Etonau, <4
Donc u,, —4 <0

donc 4(u, —2)<0

doncu, +2 > 4
Donc u,, +2 >0

Etu. > 2 Etu,+2>0;
u, ’
donc 24 5 ¢

doncu,—2>0 Uy +2
Donc 6(u, —2) >0 Donc u,,; —4<0

6(u, — 2) Donc u,., <4
Donc: ———>0

u, +2

Doncu,,;1 —2>0
Doncu, 1 > 2.
dou 2 <u,,; <4

> D'apres le principe de récurrence,ona Vn e N:2 < u, <4




2) Soit n un entier naturel,
8(u, - 1)
Upt1 — Uy = W_un

_8(u, — 1) —u,(u, +2)

u, +2
8u, — 8 —u? - 2u,
N u,+2
_ —(up —6u, +8) —(u,—4(u,—2)
B u, +2 B u, + 2

2<Uup 1 <4=>wWw,—4)<0et(u,—2)>0 et(u,+2)>0
_(un - 4’)(un - 2)
=
u, +2
Donc: u,,1—u,>0
Donc la suite (u,) est croissante
La suite (un) est croissante et majorée par 4 donc elle est

>0

convergente
3)a) Monter que (v,) est une suite géométrique
4(up—4)
Vpoq = Up+1 — 4 _ un+—2
Uyi1 — 2 M
Up+2
4(u, — 4)
" 6(u, —2)
4(u,—4) 2
"S- 3"
Donc (v,,) est géométrique de raison q = get vy = ZZ:: = _Tl =-1
a) v, en fonction de n
La suite (v,) est géométrique de raison q = get vy =-1

Donc v, = vy X (q)"°

@)

* u, enfonction de n

u, —4
vn:un_Z:vn(un—2)=un—4
> Uu,v, —2v,—u, = —4
>u,(v,—1) =2v,— 4
2v, — 4 -2(3) -4
R i P
3

* la limite de la suite (ux)

2 2
On a: —1<§<1 donc lim (§) =0

n-+oo
23
D'ou: limu, = lim 2(3,2 =0t _4 ;
n—-+o n—>+oo (5) -1 -1
4)a) Soit n un entier naturel,
1ére méthode : (1a différence)
4 4(4—-u,) 4
4_un+1_§(4’_un) =un—+2n_§(4_u")
1
S (un +2 5
_ a4 5—-—u,—-2
_ 4(4 —u,)(3 —uy,)
5(u, +2)

On a la suite (u,) estcroissante donc u, = u,
Doncu, >3 donc3—-u,<0
Etona u, >4 donc4—-u, >0

Etona u,+2>0
44U G- _ o,

Up+2

Donc4—un+1—g(4—un) <0

Donc

. 4
D'ou (Vn € N); 4 —u,,4 SE(4—un)




2eme méthode : (I'encadrement)
/ , , . _ 4'(4' B un)
On ad'aprésla question1) : 4 —u, 4 = —un 2
En a la suite (un) est croissante donc u,, > u, c-a-dire u,, > 3
Doncu, +2>5

1 1

< —

u,+2 5
Etona u, >4 donc4—-u, >0
Donc 4(4 —u,) >0

Donc :

1
D’ou: un+2x4(4—un)S§x4(4—un)
4(4-u,) 4
DONC: ——— <-4 -
u, + 2 _5( Un)

’ N 4
D’ou 4—un+1Sg(4—un)

P \"
b-En déduire que:(Vn € N); 4 —u,, < (E)
1¢re méthode : (par récurrence)
0
» Pourn=0ona 4—-—uy=4-3=1< (g) =1

La propriété est donc vraie pour n=0
» Soit n un entier naturel,

n n+1
Supposons que 4 —u, < (g) montrons que 4 — u,, 1 < (E) .

n+1

a\" 4 4
Ona 4—u, < (g) donc 5(4_u") < (E)
Et on a d’aprés la question précédente 4 — u, ; < 2(4 —u,)

n+1
Donc4 —u, 4 < (E)

n
> D'apres le principe de récurrence,ona (Vn € N);4 —u, < G)

2éme méthode :
Ona; (VneN): 4—u, ;< %(4—un)

Pourn=0ona:4—u; < §(4 — Uy)
Pourn=1ona: %S 2(4—\111)

Pourn-2ona:4—-u, < 3(4—\%_2)

Pourn-lona:4 —u, < 2(4—\%_1)

On multiplie les inégalités terme a terme car sont positives, on
trouve:

A=u)@—up).. (4 —u) ST(4—up)s(d—uy) s (4=u, )
C-a-dire: 4 —u, < (g)" (4 — up)

D'oit (Vn € N);4—u, < (g)n

c-Déduite une autre fois lim u,.
n—-+oo

Ona u, >4 donc4—-u, >0

n

Donc : (Vn € N); 0<4—uns(—)

5
4 ] 4\"
Etona: -1<-<1 donc lim (—) =0
5 n-+o0 \5
Donc d’prés théoréme d’encadrement on a : li1}1 4—-—u,=0
n—>-+oo

D’ou lim u, =4
n-+oo




Exercice 07

X

Vv 1+x2
1)a-Montrer que: (Vx € R*): f(x) < x.

f définie sur IR* par: f(x) =

b-Montrer que f est strictement croissante sur IR*
2) On considere la suite (u,) définie par:
Uy = 1/2 Etu,,, = f(u,) pour toutn € N
a-Montrer que: (vn e N);0 < u, < 1.
b-Montrer que la suite (u, ) est décroissante.

c-En déduire que (u,) est convergente puis déterminer sa limite

Solution :
1) a) Soit x € R*
X
x)—x=—=—-x
/ V1 + x?
_x—xvl + x2
ite

2
X —xV1+a?

(x + xV1 + x2)V1 + x2
x% — x2(1 + x?%)

- (x + xV1 + x2)V1 + x2

X2 — x2 — 2t
(x4 2V F AOVI F 22

_xt
= <0
(x + xvV1 + x2)V1 + x2

Donc: f(x)—x<0; D'ou: (VxeR"):f(x)<x

f'(x) =

b) Soit x € R*
(1XVI+22) — (x X ——)

24/ 1+x2
2
V1 + x?2

2
VI +aZ — =
V1+x2

1+ x?
NETwa
V1+x2

1+ x?
(1 + x?) — x?

A+ x2VIT 2
1

A+ x)VI+ A2 >0
Donc la fonction f est strictement croissante sur IR*
3)a) Démontrer par récurrence que (vineN); 0< u, <1
> Pourn=0ona 0< u,=1/,<1
La propriété est donc vraie pour n=0
» Soit n un entier naturel,
Supposons que 0 < u, <1etmontronsque 0< u,,; <1.
On sait que la fonction f est strictement croissante sur
I'intervalle [0;1] et 0 < u, <1, donc;
0<u,<1= fO< flu,) <f(1

= 0< Uy, <1/,

=05 u,;1 <1 ;car1/2<1
b) Soit n un entier naturel,
Ona: (Vx € [0;1]): f(x) < x, d’apres 1)a)
et u, € [0;1] d’apres 3)a)
Donc on pose x = u,,ontrouve f(u, <u,
Donc : u,,, <u,;doulasuite (u,) est décroissante




c) la suite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc elle est 1<u,<3 = f1)< f(u,) <f@3), car festcroisante

convergente. =+V5<.2u,+3 <3

La fonction f est continue sur I'intervalle [0; 1] ; car elle est = 1< u,,,<3 . car 1 <5
= n = »

dérivable sur [0; 1] D'aprés le principe de récurrence,ona: (VvneN) 1< u, <3
£([0;1]) = [f(0); fF(1)] = [0; 1/2] c [0;1] 2)Soit n un entier naturel,
_ 2u,+3-u,’”

=1 :

0 ./26[0,1] Upp1 — Uy = J2Up +3 —u, =
La suite (un) est convergente V2u, +3 +u,

Alors la limite de la suite (u,,) estL la solution de _ —u,?+2u, -3

I'équation f(x) = x ~ J2u, +3 +u,

f=x=fX)-x=0 —(u, — D, - 3)
—x* Upt1 — Uy =
= =0 ; car f(x) —xdéjacalculé 2u, +3 +u,
(x + 2V1 + x2)V1 + «2

1<u,<3=>u,—-1>0etu,—3<0et/2u,+3 +u, >0
~(ty = Dy = 3)

= -—xt=0
@x:() - — _0

2u, +3 +u,
= Uy — U, =0
Donc la suite (un) est croissante
3) la suite (un) est croissante et majorée par 3 donc convergente.

Donc la limite de la suite (u,) est 0
Exercice 08

(un) définie la suite tel que ; (vn € N); u,,.; =/2u, +3 et uy, = 1.

2) Montrer que : (Vn € N) ;_ 1=u,=3 Considérons la fonction définit sur [1; 3] par f:x — v2x + 3
3) Montrer que (u») est croissante La suite (u,) est définit par uy = 1 etu,., = f(u,)

4) Déduire que (un) est convergente et déterminer sa limite

S())lution _ que (un) 8 e festcontinue sur l'intervalle [1; 3], car dérivable sur [1; 3]
1) Démontrer par récurrence que (vn e N); 1< u, <3 e f(1;3D =1[f(1);f(3)] =[V5;3] c[1;3]

> Pourn=0ona 1< u;=1<3 e uy=1€[1;3]

La propriété est donc vraie pour n =0 * Lasuite (un) est convergente

Alors la limite de la suite (u,,) estL la solution de
I'équation f(x) =x

» Soit n un entier naturel,
Supposons que 1 < u, <3 etmontronsque 1< u,,; <3.

Considérons la fonction f: x — +/2x + 3 sur l'intervalle [1; 3] f)=x szx +3=x ©2x+3=x
- ) , 2 =x*—-2x-3=0
Ona f est dérivable sur [1;3] et f'(x) = 2\/m> 0 e r=loux=3

Donc la fonction f est strictement croissante sur [1; 3] , Et on a la suite (un) est croissante donc la limite est 3




